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Vorwort 



Die Aufgabe dieser Schrift ist, die Theorie und Auflösung der höhern 
algebraischen Gleichungen in gedrängter Kürze darzustellen. Es sind dess- 
halb nur diejenigen Sätze aufgenommen worden, welche zu diesem Endzwecke 
unentbehrlich sind; aber es ist zugleich auch immer darauf geachtet worden, 
dass diese Sätze allgemein und entscheidend seien. Ich habe die Auflösung 
der Gleichungen mit einer Unbekannten anfanglich ausschliesslich darstellen 
wollen; doch schien es mir zweckmässig, wenigstens die Auflösung zweier 
Gleichungen mit zwei Unbekannten noch anzugeben, wobei ich abermals das 
am sichersten zum Ziele Führende gewählt habe. 

Hinsichtlich der einzelnen Abschnitte mögen nachstehende Bemerkungen 
und Zusätze noch hier Platz finden. 

Der erste Abschnitt behandelt die „allgemeinen Eigenschaften der 
algebraischen Gleichungen 11 . Der Beweis des §. 1 (für den Taylorschen 
Satz) könnte bekanntlich bezweifelt werden , indem man das auf S. 2 an- 
gewendete Verfahren nicht als zulässig ansehen möchte. Es ist nämlich 
allerdings 

^ 1 -+h^ + ... = 2X 1 +3bX, + .... (a) 
8 x 8 z 

aber man kann beanstanden, h = 0 zu setzen, indem eine Division mit h 
vorangieng. Dieser Zweifel lässt sich dadurch heben, dass man h klein statt 
Null denkt Dann würde die erste Seite so wenig als man will von ihrem 
ersten Gliede verschieden sein (§. 4, 1) ; eben so verhielte es sich mit der 
zweiten Seite. Die (a) könnte also geschrieben werden : 

^-2X,=„, (»0 
o z 

wo fi beliebig klein. Daraas folgt aber, da die erste Seite eine bestimmte, 
von h unabhängige Grösse ist, dass nothwendig 



Digitized by Google 



IV Vorwort. 

I 

da diese Grösse nicht =«, wo a eine bestimmte Zahl ist, sein kann 
(indem /i ja kleiner als a werden darf). So kann man fortfahren. 

Cebrigens ergibt sich der Satz (4) auch unmittelbar durch Entwicklung 
von G (x + h) nach dem binomischen Satze. 

Dass in §. 2 gezeigt ist , es lasse sich G (x) auch wirklich durch x — a 
dividiren, wenn (6') erfüllt ist, und sonst nicht, ist wohl klar. 

Der Mechanismus des §. 3 ist später (dritter Abschnitt) von Werth. 
Der §.5 ist nach Cauchy dargestellt; dass aus (15) folgt, es habe (11) 
n Wurzeln, ist nur ausgesprochen (§.5, III). Der Beweis ist so einfach, 
(da eben G(x) nur Null wird, aber es auch wirklich wird, wenn x = « lf 
oder a 2 , . . . , oder a a ) , dass er füglich übergangen werden konnte. 

In §. 7 habe ich die herkömmliche Theorie des grössten gemeinschaft- 
lichen Theilers aus einander gesetzt und auf die Ermittlung gleicher Wurzeln 
angewendet. Ob eine Zahl a m mal Wurzel von (11) sei, entscheiden 
die (16); ob aber (11) überhaupt gleiche Wurzeln habe oder nicht, ist durch 
§. 6, II entschieden. 

In §. 9 kann bekanntlich weiter abgeleitet werden , dass der Koeffizient 
von x n_2 gleich ist der Summe aller Combinationen zu zwei der Wurzeln ; 
der von x" -3 gleich der Summe dieser Combinationen zu drei , mit entgegen 
gesetzten Zeichen genommen , u. s. w. Für die hier verfolgten Zwecke waren 
diese Sätze nicht nöthig. 

Der zweite Abschnitt enthält den wichtigen Satz von Sturm, der 
allein entscheidend ist Die übrigen, zu ähnlichen Zwecken aufgestellten 
Sätze finden sich in §. 25. Ich habe die Darstellung so erschöpfend einge- 
richtet, dass nur Weniges beizufügen sein mag. Aus §.13, IX folgt, dass 
wenn die Gleichung (11')* nur reelle, von einander verschiedene Wurzeln 
hat, auch (x) = 0 in derselben Lage ist , und dass die Wurzeln letzterer 
Gleichung zwischen denen der erstem (je eine zwischen zwei der Grösse 
nach auf einander folgenden) enthalten sind. In §. 14, III muss noch be- 
sonders betont werden (was auch gelegentlich geschah), dass wenn zwischen 
a und b eine Wurzel vorhanden ist, die als mehrfach erklärt werden muss 
(§. 6) , dieselbe nur einmal gezählt ist (also die Dinge sich nicht verhalten 
wie in §. 20). Es rührt dies natürlich daher, dass man T statt <0 (x) unter- 
sucht hat. 



* Es ist die Bezeichnung (110 auch auf S. 8 einmal. Dort ist sie wegzulassen. 
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Vorwort. V 

Der dritte Abschnitt enthält die wirkliche Bestimmung der reellen 
Wurzeln nach dem Hornerschen Verfahren. Dass dasselbe thatsächlich das 
Newtonsche Näherungsverfahren ist, zeigt §.16. 

Hiezu aber müssen wir hier noch einige Bemerkungen machen. Die 
Darstellung in §. 16, 1, II ist ganz allgemein, gilt also für reelle Werthe 
von a und « überhaupt. In allem Folgenden sind aber a und a als 
positiv angesehen, d. h. wir betrachten den Näherangswerth a als uuter 
der Wurzel liegend und bestimmen nur die positiven Wurzeln. Dass das 
genügt, folgt sofort aus §. 12, II. Man wird also, wenn eine negative reelle 
Wurzel mittelst des Hornerschen Verfahrens bestimmt werden soll, zuerst 
x = — z setzen und nun die positiven Werthe von z bestimmen. Es ist 
allerdings nicht nothwendig, dass man so verfahre; man wird aber wohl 
daran thun, diese Vorschrift zu befolgen. Die Gleichung z. B. 

x *4-4x 3 -x + 4 = 0 (b) 
hat eine Wurzel zwischen — 1 und .— 2, und eine zwischen —3 und — 4. 
üra diese Wurzeln zu bestimmen, setzt man also x = — z, wodurch sich 
ergibt : 

z* -4z' + i + 4 = 0, (c) 
welche Gleichung nun eine positive Wurzel zwischen 1 und 2, und eine 
zwischen 3 und 4 hat. Diese Wurzeln sind (§.16, III, IV): 

1-2377290 und 3'8836583, 
so dass die Wurzeln von (b) sind: 

- 1-2377290, -3 8636583. 

Dass das Fouriersche Näherungsverfahren, wenn man einmal nahe an 
einer (reellen) Wurzel ist, verhältnissmässig rasch vorwärts führt, ist be- 
kannt, obgleich ich glaube, dass im Allgemeinen auch in den günstigsten 
Fällen das Hornersche Verfahren nicht viel weitere Mühe verursacht. Ich 
habe jenes Verfahren in meiner „Differential- und Integralrechnung" 
II. Aufl. §. 63 dargestellt, und desshalb hier darauf verzichtet. Das Ergeb- 
niss ist dort das folgende: 

„Ist von x = a bis x = b (b > a) F (x) immer von demselben Zeichen, 
Während f(x) sein Zeichen wechselt, indem diese Grösse durch Null geht; 
ist A der (dem absoluten Werthe nach) grösste Werth von f (x) zwischen 
diesen Gränzen: so liegt eine Wurzel der Gleichung f(x)=0 zwischen 

f(a) JV f(b) 

a — und b — , und zwar ist die erste Grösse unter, die andere über 

der Wurzel. Ist aber noch überdiess f 7 (x) immer von demselben Zeichen 
zwischen a und b, so liegt die Wurzel zwischen a — f^ und °— f^y 
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VI Vorwort. 

ffa) 

wenn f(a) und f* (a) dasselbe Zeichen haben, oder zwischen a— y^y 

b — jr^jj» wenn ^ es n * cüfc ^ er Fall ist" 

Für die Gleichung in §. 16, HI ist 

f(x) = x* — 4x'H-x + 4, f'(x)=:4x 3 - 12x*4- 1. 
f'(x)= 12x'-24x= 12x(x -2). 
Hat man also einmal gefunden, dass die (eine) Wurzel zwischen 

12377 und 12378 

liegt, so ist 

a = 12377, b= 12378, 
und es wechselt f (x) sein Zeichen nicht innerhalb dieser Gränzen. Zu- 
gleich ist 

f<a)>0, f'(a)<0; 
also sind die neuen Gränzen der Wurzel : 

12377 - P§j • 1 2878 ~m 

Setzt mau in der Gleichung (f) S. 45 x = 0, so hat man dasselbe, 
als wenn man in (a) 

x= 12377 

setzt, da wenn f(x) = 0 die (a) ist, die (f) heisst 

f (x 1-2377) = 0. 

Um f(b) und f'(b) zu finden hat man also noch folgende Rechnung zu 
machen : 

1 0948 -5-6631 -9*790753 000714095 

00008) 7 4530 78362 2 

-5 6624 - 9 795283 - 0W069527 

7 - 4529 " *■ 



- 5 6617 - 9.799812 

so dass 

f (a) = 0 00028465 , f (b) = - 0 00069527, f (b) = - 9 799812 (§. 2). 
Nun ist 

^ = - 0 000029046 , j^r = 0 000070947 , 
i W f (b) 

so dass die Wurzel zwischen 

1-2377 4- 0000029046 = 1 237729046 

und 

* 1'2378 - 0 000070947 = 1*237729053 
enthalten ist, mithin zwischen 1*2377290 und 1*2377291 liegt. Mit diesen 
neuen Gränzen verfahrt man wieder wie mit den vorigen. 

Im vierten Abschnitte wurde der Satz von Cauchy aufgestellt, mittelst 
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Vorwort. VII 

dessen man im Stande ist, zn entscheiden, wie viele (gleiche oder verschie- 
dene) imaginäre Wurzeln so beschaffen sind, dass ihr reeller Theil zwischen 
a und b, ihr imaginärer zwischen a und ß liegt. 

Für die wirkliche Berechnung der imaginären Wurzeln hat Spitzer 
(„Aufsuchcmg der reellen und imaginären Wurzeln einer Zahlengleichung 
höhern Grades". Wien. 1849, und „Allgemeine Auflösung der Zahlenglei- 
chungen mit einer oder mehreren Unbekannten. " Wien. 1851) das Hor- 
nersche Verfahren für diesen allgemeinen Fall erweitert Es lag dies aber 
dem Zwecke dieser Schrift ferne, so dass desshalb auf jene Abhandlungen 
verwiesen werden mag. 

Der fünfte Abschnitt behandelt die Auflösung der Gleichungen des 
dritten und vierten Grades, in etwas von der gewöhnlichen abweichen- 
den Form. 

Zu den Formeln (c) des §. 23, III mag bemerkt werden, dass immer 

_3_ 
n am 

sein muss , dass aber dann jeder der drei möglichen Werthe von m gewählt 
werden kann. Ist nämlich n wie eben angegeben bestimmt, so sind die drei 
Wurzeln: 



. 2« , . 2«. , 2ä . . 2« 
m-f-n, m(cwy + umy) + n(wi y -ism — ), 

4« . 4tr 4ä . . 4« 

m (cos - - H-i + n (cos y - 1 t%n — ) , 



Setzt man nun allgemein 

2qh . 2p* 
a m(eos-^--hitm-^~) 

- ■ 

statt m, wo q entweder 0, oder 1, oder 2 ist, so ist 



n = - (cot 2 Q ~ - i «n^p» 



d. h. es ist statt n zu setzen 

, 2Q1t . 2Q1t. 

n(*>«-~-um-|-), 

wo eben m, n die Werthe in (d) cL h. für e = 0 sind. Die Wurzeln 
sind also 

für q = 0 die oben in (d) angegebenen ; 
für q = 1 : 

. 2* . 2* , 2« . 2it 
m (cos - J »m + n (cos — - i stn - ) , 
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VIII Vorwort. 



, 4« . 4« 4« . 4 ?r 

m (cot y +Miny)-r-n(c0*y -i«my , 

6« . 6«. , 6« . . 6« v 
m (cos -_- -+- 1 stn - -) -+- n (co« — - i sin — ) ; 



für p = 2 : 



m (cos ^ + 1 stn ---) -f- n (cos — - i sm y) , 

. 6« ... 6«, , , 6« . . 6« v 
m (co« - + j «tn • - :■) -+- n (cos — - i stn — ) , 

■ . 8« . . 8rt . 8« . . 8ff 
m (cos - 4- 1 sin - -) -f- n (cos — — i sin — ) , 

O O öd 

welche Werthe dieselben sind,, wie die in (d). Damit ist unsere Behauptung 
erwiesen. Dabei mag nicht übersehen werden, dass a Und b auch imaginär 
sein können. 

Man hätte bei der Darstellung sofort in dieser allgemeinen Weise ver- 
fahren können. Aus der zweiten (a) in §. 23 ergibt sich 

also wenn m und n je einer der Werthe von 
sind, hat man 



oder 



. 2p« . 2p«, 2p'« . 2p'«. 

p = m (c os — — -+- 1 sin - — ) , q = n (cos — — + 1 stn -y-) , 

, 2p'« . . 2p'«, . 2p« , . . 2p«, 

p = n (cos | - -f- 1 stn -| ) , q = m (cos -|- -4- 1 stn -|-) , 



wo q und q' je 0 , 1 , 2 sein können. Wegen der erste n (a) in §. 23 muss 
aber 

a 



oder 



sein, also ist 



,= "3P 



t.. i 2 P« , . • 2p«. a 2p« . . 2p«. 

für p = m(co»-|- + i«n-|-): q= - — (cos-^- - 1 sm ~) , 

~. / 2p« . . 2p« 4 a 2p« . . 2p« 4 

für q = tri (cos -| — histn |-): p = - g^(">*-|- - 

woraus sofort sich ergibt, dass für p + q beide Systeme dasselbe liefern. 
Daraus folgt, dass man für pH- q die drei folgenden Werthe erhält: 
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a , 2w .2« a . 2* 2*. 
"3 m' m (CW T m T } " 3~m (oM T ~ 1 T } ' 

m{cos— + istn—) - —(cos— ~istn — ). 



Welcher der drei Werthe von 



för m gewählt wird, ist wie bereits oben gezeigt ganz gleichgültig. (Eben 
so könnte man übrigens auch für m einen der drei Werthe von 



a 1 



Selzen, ohne etwas Anderes zu erhalten, was aus dem Vorstehenden wohl 
klar ist) Die so eben erhaltenen Werthe sind aber die (c) des §. 23 , III, 

wenn dort n durch — — — ersetzt wird. 

3 in 

Ist 

a = i(coS9-hitin9>) t b = r' (cos g>' + i sin g>') . 
SO ist « 

T b * + h & ' = T r ' ' (c< " 2 9> + 1 " n 2 9>) + 2^ r ' (eo ' 3 9 + 1 * in 3 

= p(cö«v»H-i«nv»), 

-i b " t *VT b, " h 2^ aa= -i r ' (co ' *' + 1 ' ,n *' } + «* (co ' 1 + 1 W " 2 ) 

= R(ce>«#-H«n#), 
m=R* (eo« *4-i«n *). n= - |>o# (9 — *) ■+- i sin (9 - *)] , 

WO 

f,== ^ r '* + 7k r,+ Ä r ' ,r,CO,(2y '- 3,p) ' 
pco*y = -^-r'* cos2g>'-h '^=T*cos3g>, 

( <m tf, = ^-t 4t nn29>'+~r t sin3q>i 

R*=-i- r ' , + e. Rco#*= - i- r 'co*9>'H-^<ro»-|-, 

R«n * = - y r' «n*>' -f- ^ «in |- . 

Die Note zu S. 80 enthält eine andere Art der Auflösung der Gleichung 
dritten Grades. 

In §. 24 wurde die Einschränkung auf reelle Koeffizienten angenommen, 
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X Vorwort. 

da die mitgetheilte Auflösung sich nicht bequem au/ den allgemeinern Fall 
ausdehnen lässt. Der Fall, da die dortige Gleichung (c) nur eine positive 
Wurzel hat, wird meist unrichtig behandelt, da einfach der erste Fall als 
maassgebend angesehen wird, was nicht zulässig ist Das erste Beispiel in 
V zeigt dies klar. 

Der §.25 fand als „Anhang" hier seine Stelle, weil mit ihm die Theorie 
der Gleichungen mit einer Unbekannten abgeschlossen ist. 

Im sechsten Abschnitte habe ich namentlich Beispiele behandelt, die 
Young gleichfalls benützte ; diese Behandlung ist aber keineswegs dieselbe, 
da ich das Verfahren möglichst gleichförmig einhalten wollte. 

Der §. 28 enthält eine allgemeine Theorie der Elimination einer Unbe- 
kannten ans zwei Gleichungen, wobei ich mich der Bezeichnungen der Deter- 
minanten-Theorie bedienen musste. 



OOOfgOOO 
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Erster Abschnitt. 
Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Gleichungen. 

§• 1- 

Das Polynom des n'*" Grades. 

I. Der Ausdruck 

a„x" -4- a„_, x—' +.;.... + a,x + »o, (1) 
worin a„, a„_,, .... a t , a 0 bestimmte (reelle oder imaginäre) Koeffizienten 
bezeichnen und n eine positive ganze Zahl ist, heisst eine ganze Funktion 
von x des n'* n Grades. Bezeichnen wir denselben zur Abkürzung durch 
G(x), wo durch das Fnnktionszeichen G (statt des sonst gebräuchlichen f) 
der Name in Erinnerung gebracht werden soll , so ist G («) der Werth von 
(1), wenn x = a; G(x •+■ h) der Werth, den man aus (1) erhält, wenn man 
statt x überall setzt x 4- h, u. s. w. 

Entwickelt man, nachdem x + h für x in (1) gesetzt ist, nach dem bi- 
nomischen Satze, so ist unmittelbar klar, dass man einen neuen Ausdruck 
erhält, der die l'\ 2", . . . , n" Potenz von h in sich enthalten wird, so dass 
man setzen kann : 

G(x + h) = X + X, 1. + X 2 h ! 4- . • . • + X„h", (2) 

wo X, X x , X„ nur x, kein h enthalten, übrigens selbst auch ganze 
Funktionen von x sind. 

II. Setzt man in (2) h = 0, so ergibt sich: 

G(x) = X, 

wodurch X als Funktion von x bestimmt ist. 

Da ferner die (2) für jeden beliebigen Werth von x und h gilt, so kann 
man beiderseitig nach x oder h differenziren. Setzt man x-f-h = y, so er- 
gibt sich durch Differenzirung (nach x und dann nach h) : 

8G(y)_8X 8_X. 

e y "öx"^ 8x + 

ÖG(y) 

— ^ = X t +2X.h + 

Da die ersten Seiten dieser Gleichungen dieselben sind, so müssen auch die 
zweiten in derselben Lage sein, d. h. es niuss für jeden Werth von x und h: 

Dienger, höhere Glelchnngon. 1 
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2 Der Taylortche Satz für eine ganze Funktion, 

sein. Hieraus folgt für h = 0: 

and dann, wenn man beiderseitig die ersten Glieder weglässt and mit h 
dividirt : 

-f- . . + h-^ n = 2X, + 3hX, -t- . . + nh-«X B , 
welche Gleichung abermals für jedes h gilt. Für h = 0 folgt darans: 

"8x = 2X - 

woraus, wenn man ganz wie vorhin verfahrt: 

^+h Ö ^- + . . + h— ^ = 3X, 4-4hX 4 + . . + nh-'X n , 
was für h = 0 auf 

8 X„ o ^ 

Tf = 3X ' 

führt So erhält man aus (3): 

X, - 8x . 2X,_ 8x , 3X,_ ^ , O-—. 

- Verbindet man dies mit dem bereits gefundenen Werthe von X , so 
erhält man : 

Y OM Y 8G(X > v _ 1 Ö'Q(x) 1 8>G(x) 1 8»G(x) 

während 

8-HG(x) 
8x»+' ~ 

ist, wie bekannt. 

Demnach endlich ist 

G (x + b) = tffö + h — + y -g-j- + — + . . . + ^— — - . (4) 

Dass dies nichts Anderes ist als der Taylorsche Satz für den Fall der 
ganzen Funktion , ist sofort klar, so wie auch der Satz (4) durch unmittel- 
bare Entwicklung der einzelnen Potenzeu von x -4- h nach dem binomischen 
Satze gefunden wird. 

Bezeichnen wir die Differentialquotienten von G (x) durch G 1 (x), G 2 (x), 
— ,so heisst die (4) auch: 

G(xH-h) = G(x)-HhG , (x) + ^G J (x) + ....+ --^— G»(x), (4^ 

welche Bezeichnung für ans desshalb bequem ist, weil wir durch G r (a) 
i} r G (x) 

den Werth von — für x = a ausdrücken können (und wollen). 
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Andere Form desselben Satzes. 

III. Die Gleichung (4) ist eine identisch richtige; man kann also fär 
x und h beliebige Zahlen setzen. Wenn wir aber x = a, h = z — a setzen, 
so ergibt sich x -f- h = z , also 

G(s) = Q(a)H-(z-a)GMa) + ^^GMa) + .... + ^ : ^Q»(a), 

worin man statt (des beliebigen) z auch x schreiben kann, also hat: 

G (x) = G (a) + (x - a) G 4 (a) + G * (a) + . . . . + q» ( a ). (5) 

Die Grössen G (a), G 1 (a), G n (a) sind natürlich unabhängig 
von x und haben bestimmte (anveränderliche) Zahlwerthe, wenn a einen 
solchen Zajilwerth hat. 

§• 2. 

Division der ganzen Funktion durch x — a. 

I. Aus (5) folgt sofort, dass wenn man die ganze Funktion (1), d. h. 
G (x), durch x — a dividirt, der Quotient gleich 

G'(a) + 3C 1 pG'(a) + ...-b (6) 

und der Rest gleich G(a) ist. 
Nur also, wenn 

G(a) = 0 (6') 
ist, lässt sich G(x) ohne Rest durch x — a dividiren. Daraus folgt sofort 
ein allgemeiner Satz: 

Eine ganze Funktion lässt sich durch x — a nur dann ohne 
Rest dividiren, wenn sie Null ist für x = a. 

Dabei verstehen wir die Division hier immer so, dass der Quotient selbst 
wieder eine ganze Funktion ist. 

II. Aus der Grösse (6) folgt, dass der Quotient im allgemeinen Falle 
[d, h. wenn auch nicht G (a) = 0], durch x — a dividirt, den neuen Quotienten 

mit dem Reste G 1 (a) liefert. 

Es lässt sich nun abermals in Bezug auf diesen Quotienten ein ähn- 
licher Satz aufstellen u. s. w. Stellt man die Ergebnisse allgemein dar, 
indem man setzt: 

= Q « + r~; • oder 0 <*> = <*-*> Q. + ^ . 



(7) 



rri = Qn + x-TT' » Qn-l = (x - a) Q„ -H A n , 
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4 Bequemere Herstellung der Warthe tod A x , A t , ... . 

wo A t , A, , . . . , A a die nach einander folgenden Reste; Q t , Q,, . . , Q» die 
Quotienten sind , die als ganze Funktionen von x auftreten, von denen jede 
um einen Grad niedriger ist als die erste , mithin die letzte des 0**" Grades, 
also von x unabhängig, so ist: 

A t = G (a), A, = G»(a). A,=}G'(a), A 4 =^G J (a) 



A - = 2.3...(n-lj G - ,(a) - 

Aus (7) folgt sofort, indem man einsetzt: 
G(x) = (x — a) Q, H- A t 

= (x-a)»Q, + (x-a) A, + A t 

= (x - a)»Q, + (x - a>» A, + (x - a) A, + A t 



= (x - a)»Q n + (x - a)"- 1 A„_i H- (x — a)— * A„_ 8 -f- (x — a) A, + A, , 

aus welcher Gleichung, in Verbindung mit (5) folgt: 
A t =G(a). A J= G'(a). A 3 = JG*(a) 

A »=2^ 1 (n--l) C \ ,(a) ' «"Ob i G " (a) 

von welchen Gleichungen alle bis auf die letzte oben schon gefunden waren. 

Aus (1) ergibt sich sofort, dass 

G"(«) = n(n - 1) 1 a„, also Q„ = a„ (9) 

sei, was auch immer a in (8) sein möge. 



§• 3. 

Bequemere Herstellung der Werthe von A t , A, , . . . . 

I. Nach dem, was wir in §.2, II sahen, sind diese Grössen, welche 
zugleich die Koeffizienten der Potenzen von x — a in (5) sind, die Reste der 
auf einander folgenden Divisionen der ganzen Funktionen G (x) , Qj , Q ? , . . . 
durch x — a. Es handelt sich also um eine solche Division. 

Ist 

p„_i x"-' 4- pn-t x**-* + . . . + p, x -r- p 0 

der Quotient der Division von G (x) durch x — a, p der Rest, so ist also 
a n x n -t- an-! x°- 1 . . . + a t x + a« = (x - a) (p n _i x»- 1 -H p„_t x"- 1 -f- . . + p 4 x + Po) + p 

= Pn-j x» + (p„_s - a p n _i) x n ^ -+- (p„_3 - a p»_t) x"^* 
+ H-(Po -apjx-r-p-apo. 

Daraus folgt dass 

p„_i = a„, pn_j — apo— i = a n _i , p„_j — ap„_g = a„_», ... 
Po-»P»="i. p-a Po = a 0 . 

d.h. 
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Beispiele. 



5 



Pn_l = ft n , Pn-C = *n-l + ap n _i , p„-a = a_ 2 -f- a p„_ t , 
Po = *iH" a Pi» P = »o4ap 0 , 
sein muss. Aus diesen Gleichungen ergibt sich ganz unmittelbar, dass mau 
P.-i» Pn-2. •••» Po» P durch folgende Rechnung nach einander findet: Man 
schreibe die Koeffizienten 

*b» a„_[ , . . . , a^ , a 0 , ohne einen auszulassen (d. h. 
wenn eine Potenz, i. B. die dritte, nicht vorkommt, so ist a s = 0, also in der 
Horizontalreihe 0 für a 3 zu setzen); bilde dann eine zweite Horizontalreihe, 
indem man a„ als erstes Glied setzt, dieses mit a multiplizirt und zum 
zweiten Gliede der ersten Reihe addirt; die erhaltene Summe bildet das 
zweite Glied der zweiten Reihe, mit dem man wieder ganz eben so verfahrt, 
u. s. w. Bildlich stellt sich dies in folgender Form dar 

a„, &ti-i . a n _s, * t . a„ 

a) a»a p„_ 2 a p._»a p, a p 0 a 

— »- II I II M l I ■! I ■ - . , ■ « 

a n p n -i p B -$ p«-4 Po P 

Die Grösse p ist unser A, (d. h. der erste Rest). 

Da A, wieder der Rest der Division von p„_, x" _l 4- p«-»x n ~ 2 -f- ... -f- p 0 
mit x — a ist, so ergibt sich A, nach folgender Rechnung: 

a n . Pn-l» Pn— 3. p t . Po 

a) a„ a q„_a a _q,ji q 0 a 

«n . qn— 8 t fln— t «fo . Q 

und es ist q = A 2 . Wie dies fortgeführt wird, ist unmittelbar klar.^ 

Beispiele. 

IT. Es soll 

7x» -8x«-4-3x-9 
nach den Potenzen von x — 2 geordnet werden. 
Die Rechnung ist die folgende : 



7 -8 0 


0 


-f-3 


-9 


14 12 


24 


48 


102 


7 6 12 


24 


51 


93 


14 40 


104 


256 




7 20 52 


128 


307 




14 68 


240 






7 34 120 


368 






14 96 








7 48 216 









j 14 

7 62 

also ist 

7 x»- 8 x«+3x -9= 7 (x - 2)M-62 (x - 2>« + 216 (x -2)» + 368 (x- 2)» + 307 (x -2) + 93- 
III. Es soll 

8x«-9x»H-ll 
nach Potenzen von x 4- 1 geordnet werden. 

DigiUzed by G( 



6 Stetigkeit der ganzen Funktion 



8 ■ 


0 


-9 


0 


+ 11 


-1) 


-8 


+ 8 


-+- 1 


- 1 


8 


- 8 


- 1 


1 


10 




- 8 


-f- 16 


- 15 




8 


- 16 
- 8 


+ 15 

+ 24 % 


- 14 




8 


- 24 
-8 


39 






8 


-32 









so dass 

8x*-9x^+ll=8(x+i)*-32(x+l) 3 +39(x+l) 1 - 14(x + l)+10. 

♦ 

. ' §.4. 

Stetigkeit der ganzen Funktion. 

I. Wir nennen bekanntlich eine Funktion von x stetig, wenn sie sich 
für verschwindend kleine Aenderungen von x auch nur um verschwindend 
kleine Werthe ändert. In dieser Lage ist die ganze Funktion G (x) , bei 
der wir hier alle Koeffizienten reell voraussetzen und auch für x nur reelle 
Werthe wählen. 

♦ ■ 

Lassen wir x um h sich ändern, so ändert sich G(x) nach (2) um 

X t b + X ? h* + ... + X a h», (10) 

wo X t , X 2 , . . . in §. 1 bestimmt sind. Man hat nun zu zeigen, dass für ein 
bestimmtes x immer h so klein , positiv oder negativ , angenommen werden 
könne, dass (10) kleiner sei als jede noch so kleine Zahl a (h und a reell). 

Da möglicher Weise die Glieder in (10) von verschiedenen Zeichen 
sein können, so wollen wir beachten, dass der Werth von (10) sicher nie 
grösser ist, als er es für den Fall wird, da die sämmtlichen Glieder dasselbe 
positive Vorzeichen haben. Können wir also zeigen, dass in diesem Falle 
der Werth von (10) kleiner sein kann als jede noch so kleine Zahl a, so ist 
unsere Behauptung ganz allgemein erwiesen. 

Ist nun X r die ihrem absoluten Werthe nach (also ohne Rücksicht auf 
das Vorzeichen) grösste der Zahlen X t , X„...,X„ so ist unter allen Be- 
dingungen der (absolute) Werth von (10) nicht mehr als 

X, (h + h » + . . . h») = - V**" 7 ^ = t~t 0 — h'™). 

n — 1 1 — Ii 

Da wir h klein denken , so ist 

£^<l -h») positiv und 

so dass wenn 

£k<- <«»> 

in noch stärkerem Maasse auch (10) kleiner als « ist. Damit (10') erfüllt 
sei, muss 
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Folgerungen. Ausdehnung auf imaginäre Formen. 7 

f ^ « 

X r h<«(l -b), (X r -ya)h<«, h< 

sein, was immer möglich ist. Daraus folgt also sofort die Stetigkeit 
von G(x). 

Folgerungen aas diesem Satze. 

II. Aus dem so eben erwiesenen Satze folgt, dass wenn für zwei von 
einander verschiedene (reelle) Werthe a und ß von x die Werthe von G (x), 
d. h. G(a), G(ß) von verschiedenen Zeichen sind, es nothwendig einen 
Werth von x, zwischen a und ß, geben muss, für den G (x) zu 
Null wird. 

Wäre dies nämlich nicht der Fall, so müsste eine sich stetig ändernde 
Funktion, die nie unendlich wird, von 4- zu — ' übergehen können, ohne 
durch Null zu gehen. Sie würde also einen Sprung bei diesem üebergange 
machen, sich etwa plötzlich von 4-y zu — d bewegen, oder um die Grösse 
y + ö sich ändern. Wie klein nun auch diese Grösse sei , immer kann man 
die Aenderungen vonx so klein wählen, dass sich die Funktion um weniger 
als y 4- ö ändert, also nicht von 4- y zu — ö springt. 

III. Durch den in I geführten Beweis ist zugleich der Satz bewiesen, 
dass in einem Ausdruck 

ch'-hCr-Hh'+'H- 4-c B h D , 

in dem c r nicht Null ist, h immer klein genug gewählt werden kann, damit 
der (absolute) Werth des ersten Gliedes mehr beträgt als der aller andern. 

Denn es kann immer c I+1 h 4- c r+s h 2 4- .. 4- c n h n " r kleiner werden als 
jede beliebig kleine Zahl «, also c r+1 h r+1 4- .. -f- c n h" kleiner als ah r , mit- 
hin in weit stärkerem Maasse kleiner als c r h r . 

Wir machen nochmals darauf aufmerksam, dass wir hier nur reelle 
Formen betrachtet haben, während die Sätze der §§.1—3 allgemeiner 
Natur sind. 

Ausdehnung auf imaginäre Formen. 

IV. Sind in der ganzen Funktion G(x) die Koeffizienten auch imaginär, so gilt immerhin 
der Satz, dass G (z) eine stetige Funktion ist. 

Setzt man erst p + i q für x und dann p4-iq + e(i» + *i), wo « klein und positiv, 
ft und * endlich sein sollen, so entwickelt sich die Aenderung G (x) nach der Form (10) , wo 
h = h (jt 4- v i) und X, , X, , . . . die in §. 1 bestimmten Werthe sind , in denen x = p 4- i q. 
Da dann im Allgemeinen X t , X, .... , der Form M 4- N i sind , eben so 0* 4- v i) r die Form 
a 4-bi hat, so wird jetzt die (10) unter der Form 

e (M t 4- N, i) -t- «*(M t 4- N, i) 4- . . . 4- «" (M„ 4-N» 0 
erscheinen. Da man aber diese Grösse auch schreiben kann 

M» e 4- M, e * + ... + N» e* 4- i (N, e H- N, «»+... 4- N „ e") , 
und bei kleinem e jede dor beiden hier Vorkommenden Formen beliebig klein sein kann , so 
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8 Fandamentalsatz. 

■ 

ist also die Aenderang tob G (i), wenn man das (imaginäre) x um das Terschwindend kleine 
e (ji 4- vi) sich ändern lässt, ebenfalls Terschwindend klein. 

Dass damit der Satz in II, so wie der in III aach für imaginäre Werthe erwiesen sind, 
ist klar. 

§.5. 
Fundamentalsatz. 

I. Wir haben in §. 2, I gesehen , dass die ganze Funktion G (x) sich 
durch x — a theilen lässt, wenn die (6') erfüllt ist, und wollen nun beweisen, 
dass es immer einen Werth von x gebe, welcher der Gleichung 

a 11 x n H-a II -,x n - , -t- 4- a, x 4- a 0 h 0, dh.G(x) = 0 (11) 

genügt. 

Um unsern Beweis völlig allgemein zu führen, setzen wir a„, a„_,, . . . , 
a 0 selbst imaginär voraus, indem wir annehmen 

an = q„ {cos «„ 4- i s in a„) , a„_i = p„_i {cos o B _i 4- i sina a — i) , , 1 

a o = Po ( Cos a o 4- ' ** n a o) t ' 

wo #„,..., q 0 nur positiv sind, und die Winkel zwischen 0 und 360° ge- 
nommen werden. (Für reelle Werthe von a u , ... sind die Winkel a gleich 
0 oder 180°). 

Setzen wir 

x = p 4- iq = r {cos q> 4- istng>), (12) 

SO ist 

G (p 4- i q) = Q„ r" [cos (n q> 4- o„) 4- i sin (n?i + ß„)J 4- Q n -i r n_1 [cos (n — 1 <p 4- a„_i) 
4- i «n (n — 1 v 4- «i,-i)] 4- 4- Q 0 {cos 4- i w* a 0 ) , 

d. h. wenn man 

G(x)_G(p4-iq) = P4-iQ (13) 

setzt, so ist 

P= Q a t n cos{n <p 4- a„)4- o n -i r n ~' cos{n — 1 <p 4- « n -i) -i-o 0 cos a 0t 
Q = P„ r n sin (np + o ll ) + p u _, r"" 1 sin (n— 1 <p 4- a„_,) -+- . . . . 4- ß 0 sin o )V 

Setzt man weiter 

P4-iQ = B(co*«>4-i«n<Z>), (13") 

so ist 

R* = P z -t- Q' = p„' r 8 " 4- 2 p n ?»_, r 2 — 1 cos (*> 4- ct., - «„_,) 4- 4- Q 0 2 

= r tn [p„ l 4- co* ( 9 4- «. - «»-.) 4- .... 4- . 

Aus dieser Form geht sofort hervor, dass da bei sehr grossem r (also 
i 

kleinem — ) die eingeklammerte Grösse so nahe an Q a * liegt als man will 
r 

(§. 4, III) , der erste Faktor r*" aber mit grossem r beliebig gross wird, die 
Grösse R l mit grossem r beliebig gross werden kann, also niemals einen 
absolut grössten Werth erlangt. 
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Dagegen ist R 2 immer positiv, d. Ii. sinkt niemals unter Null, so dass 
bei wechselnden Werthen von r (und xp) R 2 einen absolut kleinsten Werth 
jedenfalls erreichen muss. Sey x = p 0 4-iq 0 der Werth von x, für den R 2 
diesen kleinsten Werth, der R 0 2 heisse, erreicht. 

Daraus folgt, dass wenn man für x einen nur wenig von p 0 + iq 0 ver- 
schiedenen Werth, der im allgemeinsten Falle imaginär sein kann, setzt, 
R 2 einen Werth annimmt, der grösser ist als R 0 J . Sei 

x = p 0 4-iq 0 4-«(h4-ki) ' 

dieser andere Werth, wo e eine kleine positive Zahl, h und K aber beliebig 
seien. Uebero^es sei 

G (p ( . 4- i q 0 ) = Ro (cot 4- * * in *o) » b 4- k i = b (cos p 4- i *in ji), b>0. 

♦ 

Aas §. 1 , II folgt, dass 

G [p 0 4- i q 0 + * (b 4- k i)l = G (p 0 4- i q 0 ) 4- G 1 (p 0 -+- i q„) * (h 4- k i) 4- . . . 

4-21%±iso) en(h+ki) ». 

f, . o . . . n , 

Entwickelt man die imaginären Grössen in trigonometrischer Form und 
setzt allgemein 

~ö -*°- + - q °* = B » ( cot *« + i sin <t> m ) , wo aach G 1 (p 0 4- i q 0 ) =R 4 (cos * t 4- i sin *P t ), 
so ist 

0 TPo 4- i q„ 4- e (h 4- k i)] = R 0 (cos % 4- i sin tf» 0 ) 4- * b R t [cot (* t 4- ft) + i sm (»l» t -+- n)] 

4- 4- 8 n b" R„ [cos (*„ 4- M 4- i sin (<P n 4- n ,i)] , 

so dass, wenn dies gleich R (mw $ + i «in gesetzt wird, 

R* = [Ro co* # 0 4- * b R, cos (4>, 4- /u) 4- . . • . 4- e* b" R» cos ('I'„ 4- n m)] 1 
4- [R 0 «n 4> 0 4- e b R t *»n (*, 4- p) 4- . . . . 4- e n b" R,. «in (*„ 4- n u)] x 
= R 0 *4-2R 0 [«bR t cos (<I\ -*„+#i) 4- .... 4- e" b°R» co* (* n - 4> fl 4-nji)] (14) 
4- f « b R t co* 4- ^i) 4- .... 4- «"b" R„ co* (*„ 4- n/u)] 1 
4- [« b R t $in(Q t 4- /i) 4- . . . . 4- e" b" R u *m»(#„ 4- n ft)]*. 

Da nnn (bei kleinem e) R 2 >R 0 2 sein soll,, so muss für ein beliebig 
kleines e die auf R 0 2 im zweiten Theile folgende Grösse positiv sein. 

Es ist nun denkbar, dass einige der Grössen R t , R,, Null sind; 

alle sind aber nicht Null, da ja sonst G(x) sich nicht ändern würde, wenn 
man x = p 0 4-iq 0 um £(h4-ki) sich ändern lässt. Sei also die erste 
dieser Grössen, die nicht Null ist, die R», so ist 

R' - H 0 * = 2 R„ (*- b m R„, cos (*I' m - * 0 4- ni /i) 4- . . . .] ... 

4- [>b n 'R m co#(<I\a4-m/i)4- ]* (14') 

4- [•» b m R ro sin (* n 4- in u) 4- ... .] *. 

Das Zeichen der zweiten Seite wird durch das Glied entschieden, welches 
die niederste Potenz von e enthält (§.4, III); dasselbe ist aber 
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1 0 Die Gleichung des n Un Grades hat n Wurzeln. 



2R u e m b D1 R m cot (* m - # 0 H- ra ft) , 

vorausgesetzt allerdings, dass R 0 nicht Null sei. Diese Grösse mnss also 
unbedingt positiv sein, was auch h und k, d. h. b und n seien. Nun ist 

2R 0 «»b-R» 

positiv; der Faktor 

cot (*« — * 0 -hm n) 

kann aber, da p beliebig ist, positiv oder negativ werden, je nachdem man n 
wählt. Daraus ergibt sich, dass R* — Ro 2 nicht immer positiv sein würde, 
wenn R 0 nicht Null ist, in welch letzterm Falle, wie dann sofort ans (14) 
oder (14') folgt, diese Grösse (gleich der Summe zweier Quadrate) immer 
positiv wäre. 

Da nun aber R J — R 0 * (bei kleinem s) positiv sein muss, was auch h 
und k seien, es aber nur unbedingt sein kann, wenn R 0 Null ist, so ergibt 
sich mit Nothwendigkeit, dass R 0 , d. h. der kleinste Werth von R, wirklich 
Null ist. Dann ist G(p 0 +iq 0 ) ebenfalls Null und man hat das Recht 
auszasprechen : 

Es gibt immer einen Werth von x, der Form p -4- iq, der die 
Grösse G(x) zu Null macht 

Diesen Werth nennt man eine Wurzel der Gleichung (11) und kann 
den eben gefundenen Satz also auch dahin aussprechen, dass die (11) 
immer eine Wurzel hat, deren Form, im allgemeinsten Falle, 
p-Hq ist, wo p, q reelle Zahlen bedeuten. 

Verallgemeinerung. 

II. Ist a t ein (im Allgemeinen imaginärer) Werth von x, der G(x) zu 
Null macht, so lässt sich (§.2, I) G(x) durch x — « t ohne Rest dividiren. 
Der Quotient ist wieder eine ganze Funktion G 4 (x), die also ebenfalls, wie 
jede ganze Funktion, für einen gewissen Werth «j Null wird, sich mithin 
durch x — a, ohne Rest diviren lässt Is G, (x) der neue Quotient, so 
lässt sich derselbe eben so durch einen Faktor der Form x — a, dividiren 
u. s. w., so dass 

G(x) = (x - aj O t (x), G, (x) = (x - «,) G, (x), G, (x) = (x - a,)G 3 (x) , 

Da G t (x), G, (x), . .. immer um einen Grad sich erniedrigen, so ist 
G n _! (x) bereits des ersten Grades und mithin setzt sich diese Reihe bis 

G n _i (x) = a n (x - «„) 
fort, womit sie dann schliesst. 

■ 

Die Verbindung dieser Gleichungen liefert: 

. G(x) = a„ (x - a t ) (x - «,) . . . . (x - a„) (15) 

und beweist den Satz: 

Eine jede ganze Funktion des n t,n Grades lässt sich in ein 
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Produkt vonnFaktoren des ersten Grades, der Form x — a, auf- 
lösen, wobei zu beachten ist, dass die Koeffizienten der Funktion imaginär 
(oder reell) sein können, und a der Form p -f- iq ist, welche für q = 0 die 
reelle Zahl p gibt 

III. Daraus folgt sofort auch, dass die Gleichung (11) n Wurzeln habe, 
welche reell oder imaginär, letztere der Form p-f-iq, sein werden. 

Die Faktoren in (15) müssen nicht alle verschieden sein. Dann kommt 
eben einer in einer Potenz in jenem Produkte vor, und von der Gleichung (1 1) 
sagt man dann, sie habe einander gleiche Wurzeln. 

Hiernach bedeutet die Aussage, es sei die Zahl a z. B m mal Wurzel 
von (11) nichts Anderes, als dass das Polynom 

a n x" + H- a» x + a 0 

den Faktor (x — a) m enthalte. 

§.6. 

Kennreichen gleicher Wurzeln. 

I. Aus (5) folgt sofort, dass wenn G (x) den Faktor (x — a) ra enthalten 
soll, nothwendig 

6(a) = 0, G*(a) = 0, G»(a) = 0 G— 1 (a) = 0 (16) 

sein muss. Ist G m (a) nicht Null, so enthält G(x) den Faktor x — a auch 
zu keiner höhern Potenz als der m u ". 

Sind also die (16) erfüllt und ist G a (a) nicht Null, so ist 

G(i) = (x-a)»X, (17) 
wo*X den Faktor x — a nicht enthält, also nicht Null wird für x = a 
(§. 2, 1), und eine ganze Funktion des Grades n — m ist. 

Aus (17) folgt 

G'(x) = m (x - a) m -' X + (x- a) m -~ = (i - a)— 1 [mX -f- (x - a) ■•- J. 

oi ox 

t 

Da mX den Faktor x — a nicht enthält, so wird also G'(x) den 
Faktor (x — a) nur in der Potenz m — 1 enthalten. Ist m=l, hat also 
G(x) den Faktor x — a nur einmal, so ist derselbe in G'(x) gar nicht 
enthalten. 

Hieraus folgt also, dass G'(x) mit G(x) nur solche Faktoren gemein 
hat, die in letzterer Grösse mehrmals vorkommen, jeden übrigens einmal 
weniger enthält. 

Der grösste gemeinschaftliche Theiler (d. h. der vom höchsten 
Grade) zwischen G (x) und G 1 (x) enthält hiernach nur diejenigen Faktoren, 
die in G (x) mehrfach vorkommen und zwar jeden in einer um 1 niedrigem 
Potenz. Sey £ dieser Theiler, so wird nun der Quotient 
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Bestimmung des grössten gemeiuschaftlichen Tbeilers. 



G(x) 

t 

alle Faktoren von G(x), jeden aber nur einmal, enthalten. 
Die Gleichungen 

G<x) = 0, ^~-0 (18) 

« 

haben also dieselben Wurzeln, letztere aber jede nur einfach. 

II. Daraus ergibt sich aber auch weiter, dass wenn der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von G(x) und G*(x) eine reine Zähl (ohne x) ist, die 
Gleichung 

G(x) = 0 (11) 

keine gleichen Wurzeln hat. 

§. 7. 

Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen Tbeilers. 

I. Seien F(x), f(x) zwei ganze Funktionen von x, die letztere von 
niederenn Grade als die erste. Das Verfahren, den grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler derselben zu. suchen, ist nun ganz das nämliche, wie es für 
das Aufsuchen eines solchen Theilers zwischen zwei ganzen Zahlen gebräuch- 
lich ist Man dividirt also mit f (x) in F (x) so lange , bis ein Rest bleibt 
von niederenn vir ade als der Divisor; mit diesem Reste dividirt man in den 
vorherigen Divisor und treibt diese neue Division so weit, bis abermals ein 
Rest bleibt, dessen Grad niedriger ist, als der defc Divisors, u. s. w. Zuletzt 
erhält man einen Rest , der in dem gerade angewandten Divisor aufgeht. 
Dieser Rest ist der grösste gemeinschaftliche Theiler, den man sucht. Das 
Verfahren lässt sich übersichtlich so darstellen: 

F(x) = Q l f(x)H-R I , 
f(x) ^Qj^ + R,, 
R, ^QjRj + B,, 

(19) 

* • 

Rm— 8 = Qm Rm-I 4" Rm, 

Rm — I — Qm-M Rm > 

wo also R B der letzte Rest ist; die Grössen Q t , Q, , . . , Q m+I sind die nach 
einander erhaltenen Quotienten. 

Aus der Tabelle (19) lässt sich leicht zeigen, dass R m enthalten ist in 
Rm- C i R t , f(x), F(x) und dass kein Divisor, dessen Grad höher 
ist als der von R m in f (x) und F (x) zugleich enthalten sein kann (da er 
sonst in R t , R 2 , . . ., Rn, auch enthalten wäre, was für R m unmöglich ist). 

Ist R m blosse Zahl, die natürlich dann in R*_ t aufgeht, so haben f(x) 
und F(x) keinen gemeinschaftlichen Theiler. 

Man wird bemerken, dass die Quotienten Q lf Q,, . . . bei der Anwendung 

v 
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Beispiele. 13 

des Verfahrens gar nicht beachtet werden, indem es sich bloss um die Reste 
handelt. Wenn also etwa diese Quotienten auch unrichtig sind , die Reste 
aber richtig, so ist für die Zwecke der Anwendung das ganze Verfahren doch 
in Ordnung. Ueberdies kann man beachten , dass die Multiplikation dieser 
Reste mit blossen Zahlen auf die Richtigkeit des Verfahrens ebenfalls keinen 
Einflus8 hat. . Denn wird statt des richtigen ersten Restes R t der mit a t 
multiplizirte angesetzt, und also auch mit diesem unrichtigen dividirt, so er- 
scheint der nächste Rest durch a t dividirt. Wird nun dieser, wegen des 
1 

Faktors — unrichtige Rest mit einer blossen Zahl multiplizirt und so der 
a i 

Rest a t R, statt des richtigen in Rechnung gestellt, so erscheint der nächste 
durch a, dividirt u. s. w. Endlich wird also statt des wahren Restes R m 
der unrichtige a m R al erscheinen, wo a» blosse Zahl. Ist aber R» grösster 
gemeinschaftlicher Theiler, so ist es a.R», eben so, man hat also immerhin 
ein richtiges Ergebniss. Diese Bemerkungen dienen wesentlich zur Abkürzung 
der Rechnung,' wie aus dem folgenden Beispiel hervorgehen wird. 

Beispiele. 

II Sei zwischen 

x«4-4x 5 --3x«- 16x 3 4-llx»4-12x--9 

und 

6x 8 4-20x* - 12 x ä — 48 x : -f-22x+ 12 

der grösste gemeinschaftliche Theiler zu suchen. 

Da bei der Division des ersten Ausdrucks durch den zweiten bereits 
Brüche erscheinen , so multiplizire ich den ersten mit 6 , wodurch der end- 
giltige Rest versechsfacht wird. Der Quotient wird freilich unrichtig, aber 
darauf kommt es nicht an. 

6x fi 4-24x 5 -18x*-96x 3 4-66x t 4-72x-54 I 6x 5 4-20x* - 12x 3 - 48x'4-22 x4- 12 

6x 6 4 -20x 5 -12x*-48x 3 4-22 x l 4-12x | x 4-2 

Rest: 4x 4 — 6x*-48x 3 4-44x r 4-60x-54 

Diesen Rest multiplizire ich wieder mit 3, wodurch der Endrest noch 
verdreifacht wird, so dass er jetzt 18fach erscheint. 

12x & - 18x 4 - 144x 3 4-132x 3 4-lS0x - 162 
12x 6 4-40x*- 24x'- 96x*4- 44 x 4- 24 
- 58 x*- 120 x 1 4- 228 x* 4- 136 x - 186 

Dieser Endrest ist das 18fäche des wirklich richtigen; multiplizirt man 
ihn mit so ergibt sich das 9fache des wahren Restes: 

- 29x* - 60x 3 4- 1 14x l 4- 68x - 93. 

Jetzt wird 

6x 6 4-20x«- 12x 3 - 48x*4-22 x 4-12 

durch den so eben erhaltenen Ausdruck dividirt, wodurch £ des richtigen 
(zweiten) Endrestes erscheint. Zuvor aber multiplizire ich den Dividendus 
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14 Beispiele zur Bestimmung des größten gemeinschaftlichen Theilers. 

29 

mit 29 (dm Brüche zu vermeiden) und erhalte so das — fache des richtigen 
Endrestes. 

I74x 5 +580x 4 - 3481»-^ 1392x'4-638xH- 348 
l74x 5 4-360x 4 - 684x*- 408x'-h6b8x 



_29x 4 -60x 4 4-114x : 4-68x-93 



_ Cx -55 . 
220x 4 4-336x s - 984x 8 4- 80x4-348 

Diesen Rest dividire ich mit 4 und erhalte 

55x 4 4-84x , -246x , 4-20 x 4-87, 
29 

wodurch der Endrest als ^ faches erscheint. Hierauf multiplizire ich mit 

OD 

29 29 

29, so dass der Endrest ^ fach auftritt: 

1596x 4 4-2436x s -7l34x I 4- 580x-H2523 
1 596x 4 4-33 OQx , —6270x i - 3740x 4^1 15 
_ 864 xt- 864x*4-4320x-2592 

Dieser Rest lässt sich durch 864 dividiren: 

— x' — x'4-5x — 3 

29 29 

und ist das ^-^t^^ des richtigen. Mit demselben hat man nun in 

- 29x 4 -^60x 3 4- 114x*4-68x - 93 
36 864 

zu dividiren und erhält das -~ 0 ^ fache des richtigen (neuen) Endrestes. 



-29x 4 -G0x*4-114x , 4- 68x-93 
-29x 4 -29x*-t-145x*- 87x 

~ 311»— 31x*4-155x-93 
— 31x»- 3lx J 4-155x-93 



x s -x*4-5x-3 



29x4-31 



Hiernach ist 

-x'-x l 4-5x-3 

der grösste gemeinschaftliche Theiler. Nach der gewöhnlichen Rechnung 
hätte man 

36.864. j , , c 
29T29 ( - X " X +5X ~ 3) 

erhalten, was eben so wohl auch als grösster gemeinschaftlicher Theiler er- 
klärt werden könnte, wie auch 

x'4-x J - 5x4-3 

in derselben Lage ist. 

Das folgende Beispiel wird nunmehr ohne Erläuterung verständlich sein. 

III. Man soll zwischen x*4-3x'— 5x 2 4-6x— 9 und 4x*4-9x 2 — 10x4-6 
den grössten gemeinschaftlichen Theiler suchen. 
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Beispiele zur Bestimmung des grOssten gemeinschaftlichen Theilers. 1 5 

x«4- 3x 3 - 5x 3 4- 6x- 9 1 4x«-t-9i > - 10x+6 
4x*4-12x 3 -20x , 4-24x - 36 | x +3 
4x 3 + 9x* - 10x x 4- 6x 

3x 3 -10x*4-l8x- 36 
12x 3 _40x 3 4-72x- 144 
12x 3 4-27x*-30 x 4- 18 
-67x»+102x- 162 

4x 3 4- 9x'- 10x+ 6 
268x 3 4-603x , — 670x4- 402 
268x 3 -408x 3 4- 648x4- 

1011 x*- 1318x4- 402 
67737 x*- 88306x4- 26934 
67737 x 8 - 103122x4-16378 2 
1 4816 x- 136848 
I862x- 17106 

— 67x*4- 102 x- 162 
-124084x : 4- 188904 x- 300024 

- 124084 x'4-1 146102 x 

- 957198 x- 300024 



- 4x - 101 1 



I852x- 17106 



-67 x 



Die letzte Division geht jedenfalls nicht auf, so dass ein Rest bleibt, 
der blosse Zahl ist. Mithin haben x*4-3x s — öx 2 4-6x — 9 und 
4x 3 4-9x J — 10x4-6 keinen gemeinschaftlichen Theiler. 

IV. Aj^H folgt (§.6), dass die Gleichung 

x s 4-4x*^-3x 4 - I6x 3 4- llx*4- 12x - 9 = 0 

einige gleiche Wurzeln habe. Dieselben sind auch Wurzeln von 

x 3 4- x*- 5x4-3 = 0. 

Dieser Gleichung genügt x = l , und wenn die erste Seite durch x — 1 
dividirt wird (§. 2, 1), so ergibt sich 

x , 4-2x-3, 

welche Grösse Null ist ttir x = l. Dividirt man sie durch x — 1, so 
ergibt sich • 

i + 3. 

was für x= — 3 zu Null wird. Demnach hat die ursprüngliche Gleichuug 
die drei gleichen Wurzeln 1 , und die zwei gleichen — 3. Da man überdies 
leicht findet, dass auch — 1 eine Wurzel derselben ist, so hat man (§.5): 

x*4- 4x» - 3x« - I6x 3 4- 11 x*4- 12x - 9 = (x - l) 3 (x4-3)»(x4- 1). 
Die Gleichung 

x*4-3x 3 -5x , 4-6x-9 = 0 
hat nach III lauter verschiedene Wurzeln. 
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1 6 Paarweises Vorkommen der imaginären Wurzeln. 

§•8. 

Paarweises Vorkommen der imaginären Wurzeln. 

Die seither aufgestellte!) allgemeinen Sätze gelten für beliebige Koeffi- 
zienten. Von jetzt au wollen wir fast ausschliesslich Gleichungen 
betrachten, deren Koeffizienten sämmtlich reell sind. Die ganze 
Funktion, welche die erste Seite bildet, soll dann durch #(x) bezeichnet 
werden, während G(x) die allgemeine darstellt. 

I. Hat die Gleichung 

® (z) = a„ x" 4- a n -. x--'.-+- .... + a 1 x + a o = 0 (11') 

eine Wurzel a-hßi, wo a, ß reell, so hat sie auch eine zweite Wurzel 
a —.ßi. 

Denn sei 

a 4- ß i = r (cos g> 4- i sin y) , 

so ist also, der Annahme nach, 

a„ r" (cos n <p -f- i sin n q>) 4- a„_i r" - ' (cos n - 1 q> 4- i sin u - 1 q>) 4- . . . 
4- a t r(cos g> 4- isiny) 4- a,, = 0, 
welche Gleichung, da a„, . . ., a 0 reell sind, sich in folgende zwei auflöst: 

a„ r n cos n -f- a n — i r™~ 1 cos n — 1 p 4- 4- a 4 r cos ?» + », = 0, } 

(20) 

a„r°«tnn«i)-r-a n _ir n - l «nn— lyH- -\-s^ttintp = 0. ) 

Multiplizirt man hier die zweite mit — i und addirt zur ersten, so 
ist auch 

a„ r n (cos n g> — i sin n q>) 4- a„_i r" -1 (cos n - 1 g> - i im n — 1 <p) -H % a^ = 0 , 

d.h. 

a„ [r (cos 9 — i sin y»)]" 4- a„_i [r (cos g> - i sin g>)] B -' 4- 

4- a t r (cos y — i sin tp) 4- a 0 = 0, 

oder 

a„ (a - ß i) n 4- a„-, (a - ß i)»-' 4- 4- a t (a - ß i) 4- a„ = 0 , 

was eben aussagt, dass auch a — ßi der (IT) geniige. Die imaginären 
Wurzeln sind also immer paarweise vorhanden. Ist mithin n eine ungerade 
Zahl, so kann die (IT) nicht lautef*imaginäre Wurzeln haben (§.5, III). 

II. Lässt sich also das Polynom <0(x) durch x — (et -h ßi) dividiren, 
so kann man dasselbe auch durch x — (a — ßi) theilen. Mithin enthält es 
den Faktor 

(, _ a - ß\) (x - a 4- ß i) = (z - «)« -hß % . 

Enthält der Quotient den Faktor x — (a-h ßi) abermals, so ist auch 
x — (a — 0i), nach obigem Satze, darin enthalten, u. s. w., d.h. so oft 
a + ßi Wurzel von (11') ist, eben so oft ist es auch a — ßi. 

Man kann also allgemein aussprechen: 

Digitized by Google 



Summe und Produkt aller Wurzeln. 1 7 

Die ganze Funktion <0 (x) lässt sich in reelle Faktoren des 
ersten oder des zweiten Grades zerfallen. Die des ersten haben die 
Form x— a, die des zweiten: (x — a) 2 + ß 2 f wo a, a, ß reell sind. Beide 
Arten können mehrfach vorkommen. 

III. Die Zerfallung eines Polynoms <#(x) kommt hiernach auf die Auf- 
lösung der Gleichung 

«(x) = 0 (iio 

hinaus. Jeder reellen Wurzel a entspricht ein Faktor x — a, jeder imagi- 
nären a ■+• ßi ein Faktor (x — ce) l -f-/3 ? , und zwar ist jeder solche Faktor 
eben so viele Male in tf(x) enthalten, als die betreffende Wurzel vielfach 
vorhanden ist 

Für das allgemeine Polynom G (x) gilt dieser Satz nur in seinem 
ersten Theile, d. h. dass jeder (reellen oder imaginären) Wurzel a ein Faktor 
x — a entspricht. 

Natürlich ist a n allgemeiner Faktor des Produkts der einzelnen Faktoren 
(§. 5, H). 

§.9. 

Summe und Produkt aller Wurzeln. 

I. Ist in G (x), also der allgemeinern ganzen Funktion (mit reellen oder 
imaginären Koeffizienten) a„ = 1, so ist (§. 5, II): 

G(x) = (x — a t ) (x — o,) (x — o„), 

wenn a t , . . , a„ die Wurzeln von (11) sind. Multiplizirt man das Produkt 
aus, so sind die zwei ersten Glieder: 

x B - («i + »» + «») * n_l » 

das letzte: 

(~l) n a L a t a„. (21) 

Hieraus folgt, dass wenn a„ = H- 1 , der Koeffizient von x nothwendig 
gleich der mit entgegen gesetztem Zeichen genommenen Summe aller Wurzeln 
ist; dass weiter das von x freie Glied gleich dem Produkte aller Wurzeln, 
multiplizirt mit (— 1)°, ist. 

II. Ist n gerade (und immer a« = H- 1) , so wird die Gleichung 

«00 = o (ir) 

nicht lauter imaginäre Wurzeln haben können, wenn a 0 negativ ist. Denn 
je zwei imaginäre Wurzeln a-f-/3i, a — ßi geben das positive Produkt 
es fiele also die Grösse (21) positiv aus, wenn alle Wurzeln ima- 
ginär wären. Zwei sind also jedenfalls reell, und das Produkt aller reellen 
Wurzeln muss negativ sein. 

Dlonger, höher« Gleichungen. 2 
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18 Zeichetfwechsel in © (x). j 

§. 10. . • 
Zeichenwechsel in © (x). 

L Bereits in §.4, II zeigten wir, dass wenn <ö>(x) für zwei Werthe 
vonx, welche a ond ß heissen mögen, von verschiedenen Zeichen wird, 
nothwendig eine Wurzel der Gleichung (1 1 ') zwischen a und ß liege. 

Dieser Satz lässt sich leicht dahin vervollständigen, dass möglicher 
Weise 3, 5, 7, überhaupt eine ungerade Zahl von Wurzeln zwischen a 
und ß liegen könne. Es ist dies sofort klar, wenn man bedenkt, dass wennx 
stetig von « bis ß verläuft, auch <#(x) stetig von <#(a) zu <&(ß) geht, und 
dass also, wenn 0{a) und <ß(ß) von verschiedenen Zeichen sind, <0(x) 
nothwendig eine ungerade Anzahl mal durch 0 gehen muss. 

• 

II. Ist für x = « und x=tß aber der Werth von (0 (x) von demselben 
Zeichen [d. h. <0(a) und <&(ß) beide positiv oder beide negativ], so liegt 
zwischen a und ß eine gerade Zahl von Wurzeln der Gleichung (IT)» 
oder auch gar keine Wurzel. Auch dieser Satz ist wohl sofort klar. 

III. Umgekehrt folgt aus diesen beiden Sätzen, dass wenn zwischen a 
und ß eine ungerade Anzahl von Wurzeln der (11') liegt, nothwendig <#(a) 
und & (ß) von verschiedenen Zeichen sind. Denn wären diese Werthe von 
gleichem Zeichen, so mßsste (II) zwischen a und ß eine gerade Anzahl von 
Wurzeln liegen. 

Liegt aber zwischen et und ß eine gerade Zahl von Wurzeln (die Zahl 0 
als gerade angesehen), so haben & (a) und «0 (ß) gleiches Zeichen. 

IV. Lässt man in <tf>(x) die Veränderliche x stetig von einem gewissen 
(sonst beliebigen) Werthe aus wachsen, so wird jedesmal, wenn x einen der 
Werthe annimmt ^der eine Wurzel der Gleichung 

<ß(x) = 0 (no 

ist, nothwendig <ß (x) sein Zeichen wechseln, wenn der fragliche Werth 
einfache, oder dreifache, oder fünffache u. s. w. Wurzel ist. 

Denn ist a dieser Werth und ist a von (11\) bloss 2n + 1 mal Wurzel, 
so ist (§. 6) 

<8>(x) = (x-a)2»-iX, 

wo X den Faktor x — a nicht enthält. Ist also zuerst x = a — a und dann 
x = a + «, wo« beliebig klein, so ist, wenn B, C die Werthe von X für 
x z= a — a und a 4- a sind : 

«ß(a-a)=: ~a Sn *'B, «(a + «) = o 2 » + l C. 

Aber B und C sind von demselben Zeichen und zwar von demselben, welches 
X für x — a hat, da X nicht Null ist für x = a und stetig verläuft (§. 4), 
man also a immer klein genug nehmen kann , damit X von a bis a — a oder 
bis a -ha nicht durch Null gehe, mithin noch weniger das Zeichen wechsele. 
Dann folgt aus der Ansicht der obigen zwei Werthe sofort der behauptete Satz. 
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Ganz eben so ergibt sich aber auch, dass wenn a zweifache, oder vier- 
fache u. s. w. Wurzel von (IT) ist, <ß(x) »cia Zeichen nicht wechselt, wenn 
x durch a geht. 

V. Umgekehrt folgt aber nun wieder hieraus, dass wenn (fc (a) Null ist, 
und (a — a) , *(a + a) für ein sehr kleines a von verschiedenem Zeichen 
sind [also <#(x) sein Zeichen wechselt, wenn x durch a gofc4, nothwendig a 
eine einfache, oder dreifache, . . . allgemein (2n +1) fache Wurzel von (11') 
ist. Dass dagegen, wenn #(x) sein Zeichen nicht wechselt, wenn x durch 
a geht, wo (x) Null ist, nothwendig a eine 2 n fache Wurzel von (11') ist, 
wo n = 1, oder 2, oder 3, u. s. w. sein kann. 

Dabei ist zu beachten, dass wir hier x nur reelle Werthe beilegen, also 
natürlich a reell ist. ■ ... 

Beispiel. 

VI* Sei etw&die Gleichung 

x 5 -f-3x* -46x 3 - 18x , + 621x - 945 = 0 
hinsichtlich ihrer Wurzeln zu untersuchen. , • • 

Wir setzen x = 0 und x = 5. Für x = 0 ist <0 (x) = — 945 ; für 
x = 5 findet man den betreffenden Werth nach §. 3, I durch folgende 
Rechnung : 

1 3 — 46 . - 18 621 . - 945 

5) 5 40 - 30 - 240 1905 

1 8 - 6 - 48 381 +960, 

also ist <ß (6) = -h 960 und folglich liegt zwischen 0 und 5 mindestens 1 
Wurzel, doch könnten auch 3 oder 5 dazwischen liegen. 

Wir berechnen eben so die Werthe für — 4 , — 6 , — 8 : 



also 





1 


3 


- 46 


- 18 


621 


- 945 


-4) 




- 4 


-1- 4 


+ 168 


- 600 


- 84 




1 


- 1 


- 42 


150 


21 






1 


3 


-46 


- 18 


621 


- 945 


6) 




- 6 


4- 18 


168 


- 900 


-hl 674 




1 


- 3 


- 28 


150 


-279 


+ 




1 


• 3 


- 46 


- 18 


621 


- 945 


-8) 




-8 


40 


48 


- 240 


- 3048 




1 


- 5 


- 6 


30 


381 








©(-4) = 


-, •(- 


6) = 4- , <D 


(-8)=-, 





so dass eine Wurzel zwischen —4 und — 6, und eine zwischen —6 und 
— 8 liegt. Da die Gleichung nur 5 Wurzeln hat, so kann nur einmal 
(zwischen 0 und 5, oder — 4 und — 6, oder —6 und —8) eine Anzahl 
von 3 Wurzeln zwischen den gefundenen Gränzen liegen. 

2* 
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20 Ganzzahlige Wurzeln einer Gleichung. 

Untersuchen wir die Gleichung auf gleiche Wurzeln, so haben wir. 
folgende Rechnung (§. 7) : 

x b + 3x *_ 46x 3_ i8x J 4- 621 x- 945 I 6x*+ 1 2 x» - 138x 3 - 36x + 621 
5 x 5 + 15x*-230 x 3 - 90x s + 3105x- 4725 | x + 3 

5x 6 +12x« — 138x 3 - 36x* + 621 x 

3x*- 92 x 3 - 54x 3 + 2484x- 4725 
15 x« - 460 x 3 - 270 x 1 + 12420 x - 23625 
15x* + 36x 3 -414 x 3 - 108x + 1863 

- 496 x 3 + 144 x 3 + 12528 x - 25488 

- 31x 3 + 9x 3 + 783x- 1593 
+ 31 x 3 - 9x 3 - 783x + 1593 

5x* + 12 x 3 - 138 x s - 36 x + 621 1 31 x 3 - 9x* - 783x+159 3 
155x* + 872x 3 -4278x 3 - 1116x + 19251 | 5x+l39 
155 x 4 - 45x s -3915x 2 + 7965 x 



417 x 3 - 363 x*- 9081 x-h 19251 
139 x 3 - 121 x 1 - 3027 1+ 6417 
4309x 9 - 3751 x 3 - 93837 x + 198927 
4309 x*- 1251 x 3 - 108837 x + 221427 



-2500x 2 + 15000x- 22500 
x 3 -6x+9 

31 x s - 9x 3 - 783x+1593 I x 3 -6x + 9 

31x 3 -186x 3 + 279 x | 31* +177 

177x l - 1062 x+ 1593 

177 x 3 " 1062 x + 1593 



Demnach 
Wurzeln von 



0 

hat die Gleichung gleiche ^Wurzeln, und zwar sind die 
x 3 -6x + 9 = 0 

mehrfache Wurzeln. Da diese Grösse = (x — 3) 2 , so ist 3 zweimal Wurzel 
letzterer Gleichung, also ist 3 dreimal Wurzel der vorgelegten Gleichung. 

§. 11. 

Ganzzahlige Wurzeln einer Gleichung. 

I. Ist an= 1, heisst also die Gleichung: 

x n + a n _i x n ~ l + a^-sx" -8 + ...'.. +a 4 x + a 0 = 0 , (22) 
und sind alle Koeffizienten 

an— 1 1 an— 2 t • ' • » a l , 

ganze (positive oder negative) Zahlen, Null mit inbegriffen, so kann die (22) 
keinen Bruch, dessen Zähler und Nenner ganze Zahlen sind, zur Wurzel 
haben, wo natürlich angenommen, dass der Nenner nicht im Zähler aufgehe, 
auch weiter angenommen werden darf, dass der Bruch möglichst abgekürzt 
sei, mithin Zähler und Nenner keinen gemeinschaftlichen Faktor (1 nie ge- 
rechnet) haben. 
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Gauzzahlige Wurzeln einer Gleichung. 2 1 

Wäre nämlich jj- eine Wurzel von (22), wo p und q keinen gemein- 
schaftlichen Faktor besitzen, so müsste 

q q»-i q 

- (a u - lP "-'-r-a„- 2 p u - 2 q + H-a lP q»- 2 -+-a 0 q«- 1 ) 

* * 

sein. Die zweite Seite dieser letztern Gleichung ist eine ganze Zahl, so 
dass auch die erste Seite eine solche sein müsste. Da aber q und p n keinen 
Faktor gemeinschaftlich haben, so ist dies unmöglich , und somit kann auch 

- nicht Wurzel sein. Hat also die (22) rationale Wurzeln, so sind dies 

ganze Zahlen. 

II. Eine ganze Zahl c, welche Wurzel von (22) sein soll, mnss aber 
ein Faktor des letzten Gliedes a 0 sein. 

Denn man hat 

c B -han-ic n - 1 -f-... + a 1 c + a 0 =0. a 0 = - c [c— 1 -+- a„_i c— 2 -+- . . -f- aj, (22) 
woraus der Satz sofort hervorgeht. 

Demnach kann (22) keine andern rationalen Wurzeln\aben , als die 
Faktoren des letzten Gliedes (welche ganze Zahlen sind). 

Aus (22') folgt nach einander, dass die folgenden Grössen alle ganze 
Zahlen sein müssen : 

•o. + , - a ü + a t 

c c c 

— , rSji u. s. w. 



c 



Die letzte derselben: 
a 



1- a 2 

ü l_ muss — 1 sein , 



• -ha, 



- 1 



c 

und wenn dies der Fall ist, so ist auch c eine Wurzel. Durch auf einander 
folgende Wegschaffung der Nenner ergibt sich nämlich die (22'). 

III. Hieraus folgt ein bequemer Mechanismus zur Bestimmung der 
ganzzahligen Wurzeln, der an der Gleichung 

x ft — 8x*-|-22x a -26x , -r-21x- 18 = 0 

verdeutlicht werden soll, wo die Faktoren des letzten Gliedes ± 1 , ±2, 
±3, ±6, ±9, ±18 sind. 
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22 Beispiele. 



» 

Kaktoren: 

■■: 


1 


2 


3 


6 


9 


18 


1 


-2 


-3 


-6 


9 


-18 


— 18 diridirt 


— 18 


— 9 


— 6 


— 3 


o 


_ i 


4-18 




4- 9 


4- 6 




4- 3 


-r 2 


-+- 1 


21 addirt 


3 


12 


15 


18 




20 


39 


30 


27 


"4 


23 


22 


fl 1 vi n 1 TT 






t 


3 






— 39 


— 15 


— ^ 








- 26 addirt .... 


-23 


-20 


-21 


-23 






-65 


-41 


- 35 


-30 






diridirt 


-23 


-10 










4-65 


; 




4- 5 






22 addirt .... 


- 1 


4-12 






• 




4-87 






4-27 






diridirt 


- 1 


4- 6 


4- o 








-87 












— 8 addirt .... 


- 9 




- 3 








-95 












diridirt . . . 




:i 


- 1 




• 

















Demnach sind nur 2 und 3 (rationale) Wurzeln der Gleichung. 
Hier ist 

© l (x) 5x« - 32x , 4-66x« - 52x4-21 



und für x = 2 , 3 hat man : 



5 


-32 


4- 66 


- 52 


4- 21 




• 10 


— 44 


44 


- 16 


5 


- 22 


22 


- 8 


5 


5 


- 32 


4-66 


-52 


4-21 




15 


- 51 


45 


-21 


5 


- 17 


15 


-7 


0 




C5*(x) = 20 x 3 


-96x* 


4-132X-52, 





und für x = 3 : 

20 - 96 4-132 - 52 

3) 60 - 108 72_ 

20 - 36 24 4-20. 

Also ist (§.6) die Wurzel 2 einfach, die 3 aber doppelt. Die Division mit 
(x - 2) (x — 3)' liefert x 2 Hh 1 , so dass 

x*-8x»4-22x»-26x'4-21x- 18 = (x-2) (x - 3)*(x*4- 1). 
Sei eben so die Gleichung 

x'-45x s - 40x4-84 = 0 
zu untersuchen. Wir behandeln vorläufig die Faktoren 1 bis — 7. 



Faktoren: 


1 


2 


3 


4 


6 


7 


-1 


-2 


-3 


-4 


-6 


-7 


84 diridirt . 


84 


42 


28 


21 


14 


• 12 


-8* 


-42 


-28 


-21 


-14 


-12 


- 40 addirt .... 


44 


o 


-12 


-19 


-26 


-28 


-124 


-82 


-68 


-61 


-54 


-52 


diridirt . . . 


44 


1 


- 4 






- 4 


4-124 


4-41 






4- 9 




- 45 addirt .... 


— 1 


—44 


-49 






-49 


79 


- 4 






-36 




diridirt . . . 


- 1 


-22 








- 7 


- 79 


4- 2 






4- 6 




0 addirt .... 


- 1 


-22 








- 7 


- 79 


4- 2 






4- 6 




diridirt . . . 


- 1 










— 1 




- 1 






- 1 
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also bat die Gleichung die Wurzeln 1, 7, —2, — 6, und da dies alle sind, 
so ist die Untersuchung zu Ende. Man hat 

x * _ 45 x» - 40xH-84 = (x - 1) (x - 7) (x + 2)(x4- 6). 

.... • . . _ • • * ■ 

IV. Sind die Koeffizienten einer Gleichung (22) nicht lauter ganze 
Zahlen (oder ist a„ nicht = 1 , in welchem Falle man dann mit an dividirt), 
so lässt sich immer eine Gleichung herstellen, für die dies der Fall ist. 

z 

Man setze nämlich x = — , so wird die (22) : 

. . p ... 

' t t • z n z n_1 z 

— -+■ a„_, - -+- + a» — + a 0 = 0, 

p» p—i p 

oder 

z» -4- an_i p z n ~' -+- + a 1 p B -'z + a o p n = 0. , (22") 

i 

Man wird nun p als ganze Zahl immer so wählen können, dass in (22") 
die Koeffizienten sämmtüch ganze Zahlen sind. Im äussersten Falle braucht 
man für p nur den gemeinschaftlichen Nenner aller in (22) vorkommenden, 
gleichnamig gemachten Brüche zu wählen. 

Ist z bekannt, so ergibt sich x sofort. 



Zweiter Abschnitt. 

Trennung der reellen Wurzeln einer Gleichung. Der Satz 

von Sturm. 

§.12. 

Bestimmung der obern Gränze der positiven Wurzeln. 

L Sei 

x° + a«-i x n -' H- fe-oi-H. . . -I- a t x + a 0 = 0 (22) 

die vorgelegte Gleichung, in der a„_i, . .., a 0 beliebige, reelle Koeffizienten 
sind. Von Anfang her sollen in dieser Gleichung r positive Koeffizienten 
vorkommen, während der r-f-T* negativ ist, so dass die Gleichung heisse: 

x» -+- a»_! x— 1 4- ... + a„^ r+ i x"-' +1 - a„_ r x— r ± ± a 0 = 0. (23) 

Ist gar kein negativer Koeffizient vorhanden, so ist eben r = n+l. 

Sei weiter a, der absolute Werth des grössten negativen Koeffizienten, 
so ist klar, dass jeder positive Werth von x, der die Grösse 

x u -+- a»_, x»- 1 + . . . H- a„_ r+ i x— r .* 1 - a. (x n " r -+- -f- 1) (24) 

positiv macht, jedenfalls auch die erste Seite von (23) positiv macht. 
Weiter wird jeder positive Werth von x, der 
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24 Bestimmung der untersten Gränze negativer Wurzeln. 

x» - a, (x»-' -I- 4-1) = x" - a. ^ _ 1 — , (25) 

positiv macht, auch (24), also auch (23) positiv machen. Damit (25) 
positiv sei, genügt es 

x n >a, — — — — oder x n >a. ^— — 

zu nehmen, wo x> 1 sein muss. Letztere Ungleichung liefert: 

x-(x- l)>a.x— +», x'-«(i- !)>».. 

Ist aber 

<x-l)'-'(x-l)>a., d.h. (x-l)'>a., x-l>y^a., x>H-fa., 
so ist auch 

x-'(x-l)>a. 

u. s. w. 

Hieraus folgt also, dass jeder. Werth von x, der grösser ist als 

1+ya,, (26) 

nothwendig die erste Seite von (23) positiv macht. Demnach kann keioe 
Wurzel der Gleichung grösser sein als der Werth (26), der also die obere 
G ranze der positiven Wurzeln ist. 

Wäre r = n -hl, d. h. kein negativer Koeffizient vorhanden, so wäre 
offenbar eine positive Wurzel nicht möglich. 

Für die Gleichung 

x «4-3x 3 -5x , + 6x-9 = 0 
ist r = 2 , a. = 9 also die (26) : 

l+y9 = 4. 

Demnach hat diese Gleichung keine Wurzel über 4. 

Bestimmung der untersten Gränze negativer Wurzeln- 
Ii. Um die tiefste Gränze negativer Wurzeln von (22) zu finden, 
setze man 

x= -z, 

schreibe die Gleichung in z so, dass der Koeffizient der höchsten Potenz 
von z gleich +1 ist, und bestimme nun die obere Gränze der positiven 
Wurzeln der neuen Gleichung nach I. Negativ genommen ist dies die 
unterste Gränze der negativen Wurzeln der vorgelegten Gleichung. 

' Für das vorige Beispiel hat man 

z «_3z»_5 Z »_6x-9 = o, 

also r = 1 , a, = 9, und mithin ist 1 -h 9 = 10 die oberste Gränze positiver 
Werthe für z, d. h. die Gleichung 

x «-l-3x»-6x t + 6x-9 = 0 
hat keine negative Wurzel unter — 10. 
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Zweite Bestimmungsweise der obern Gränze positiver Wurzeln. 25 



Es ergibt sich hieraus, dass es genügt, Regeln zur Bestimmung der 
obern Gränze positiver Wurzeln zu besitzen. 

Zweite Bestimmungsweise der obern Gränze positiver Wurzeln. 

III. Soll in der Gleichung 

^x B + a u -i x"- 1 -+- • • • . . + a A x + »o = 0 , (11') 

in der wir a„ immer positiv annehmen, eine obere Gränze positiver Wurzeln 
gefunden werden, so dividire man den Zahlwerth jedes negativen Koeffizienten 
durch die Summe aller vorhergehenden positiven Koeffizienten. Der grosste 
der so erhaltenen Quotienten, um 1 vermehrt, ist obere Gränze der positiven 
Wurzeln. 

Der Beweis dieses Satzes wird am besten an einem Beispiele geführt 
werden, wobei zu beachten ist, dass er in jedem einzelnen Falle ganz eben so 
geführt werden könnte. Sei also die Gleichung 

3V + 2x 8 +5x s -8x«- 13x 3 + 2x J -0x- 12 = 0 

vorgelegt. Nun ist allgemein 

x' = (x - 1) (x*- 1 + x- 8 + + 1) + 1 , 

sodass, wenn man dies für die positiven Glieder obiger Gleichung anwendet, 
dieselbe heisst: 

3(x- 1) (x* + x 6 + x*-^^ + x* + x-hl)+S 
+ 2(i-l)(x*H-x 4 + x' + x , + x + l) + 2 
+ 5(x- 1) (x* + x' + x' + x + l) + 5 

-f-2(x- 1) (x+l) + 2 -(8x 4 +13x 3 + 9x+ 12)^0, 

oder 

(x- 1) (3x 9 + 5x 6 ) + x*[(3 + 2 + 5) (x - 1) - 8] + x s [(3 + 2-1-5) (x - 1)- 13] 
+ 10x*(x-l) + x[(3 + 2 + 5 + 2) ( x _ l) _ 9] + [(3 + 2 + 6+2) (x - 1) - 12] = 0. 

In so ferne x> 1 , was wir annehmen, sind die Glieder, die hier den 
Faktor (x — 1) allein haben, jedenfalls positiv; sind somit die übrigen auch 
positiv, so ist die erste Seite immer positiv, und kann also ein Werth von x 
dieser Art nicht Wurzel sein. Dazu gehört dass 

(3 + 2 + 5) (x-l)>8, (3 + 2 + 5) (x-l)>13, <ä + 2 + 5 + 2) (x - 1)>9, 

(3 + 2 + 6 + 2) (x- 1)>12, 

d. h. dass 

x > 1 + 3 + 2 + 5* X>1+ 3+T+~5 ' X > 1 + 8~+2+T+2 ' 

^ t , 12 
X ' >14 ~3+2 + 5 + 2' 

Diese Beziehungen sind alle erfüllt, wenn 

* 
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Der Satz Ton Sturm. 



*> 1 + 34-2-«-S ' d - LX > 23 

ist. Keine Wurzel unserer Gleichung liegt folglich über 2*3. 

8 13 

Die Regel in I hätte als obere Gränze 1 4- ergeben. 




§• 13. 



Der Satz von Sturm. 



I. Sei die Gleichung (ll y ) des §.12, III, die wir (§.8) durch 

©{x) = 0 (110 

bezeichnen wollen , vorgelegt , so wollen wir nun zeigen , in welcher Weise 
die Anzahl von einander verschiedener, reeller Wurzeln derselben, die 
zwischen zwei (reellen) Zahlen a und b liegen, sich bestimmen lässt. Der 
betreffende Satz ist von Sturm, der ihn bereits 1829 im Auszug veröffent- 
lichte, dann aber ausführlich erwiesen hat in dem „Memoire sur la Resolution 
des Equations numeriques", das in den „Savans etrangers" VI (1835) er- 
schien. Er ist von allen zu diesem Zwecke aufgestellten Sätzen der einzig 
entscheidende und für die Theorie der Gleichungen der wichtigste Lehrsatz. 

Der fragliche Satz verlangt, dass man mit 



ganz dieselben Rechnungsoperationen vollziehe, die wir in §.7 zur Bestim- 
mung des grössten gemeinschaftlichen Theilers vorgeschrieben haben , mit 
dem Unterschiede jedoch, dass man jeweils in allen Gliedern der bleibenden 
Reste ? ehe man mit ihnen weiter rechnet, das Zeichen umwende. 

Man wird also mit ' (x) in <0 (x) dividiren und in dem Reste, der von 
niedererm Grade als <0'(x) ist, durchweg die Zeichen umkehren. Heisst 
derselbe alsdann Rj , so wird mau mit R t in W (x) dividiren und im Reste 
(von niedererm Grade als R t ) die Zeichen umkehren , wodurch dieser Rest 
zu R 5 werde. Mit R 2 wird in R t dividirt u. s. w. 

Die ganze Rechnung wird sich (gegenüber §.7, I) in folgender TJeber- 
sicht darstellen : 



<& (x) und 



d<&(x) 
dx 



*'(x)[=©'(x)]. 



«d) = Qi «'<x)-B lf 

©'(x) = Q, Bi - R, , 

Bi = Qa R 2 . - Bi » 
B s =Q 4 B, -B 4 , 



(27) 
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Ist R« blosse Zahl, so hat die Gleichung (11') nur verschiedene 
Wurzeln (§. 6) ; im andern Falle hat sie gleiche Wurzeln. Diese beiden 
Fälle müssen wir nun trennen. 

aß ■ 

Erster Fall: R» ist blosse Zahl. 

II. Von den (ganzen) Funktionen: 

«(x), «'(x), B t , Rj ,E B (28) 

lassen sich folgende zwei wichtigen Sätze beweisen. 

1) Zwei unmittelbar auf einander folgende der Funktionen (28) können 
nicht für denselben Werth cc von x Null sein ; 

2) ist eine derselben Null für x — a , so sind die zwei benachbarten von 
verschiedenen Zeichen. 

Um diese Sätze zu beweisen , wollen wir einmal annehmen, es könnten 
R 2 und R s zugleich Null sein für x — ct. Setzt man in der vierten Zeile 
von (27) x = « , so folgt alsdann daraus sofort auch R 4 = 0 ; hierauf gibt 
die fünfte Zeile eben so R 5 = 0 fürx— a; die sechste Zeile R 6 = 0 für den- 
selben Werth u. s. w.y«bis die vorletzte Zeile R» = 0 geben würde. Letzteres 
ist aber unmöglich, da R m blosse Zahl ist, also nie Null werden kann. Dem- 
nach können auch R 3 und R 3 nicht zugleich Null sein. Natürlich gilt dies 
auch von <0 (x) und (x). 

Angenommen nun weiter , es sei R s = 0 für x = a , so gibt die vierte 
Zeile für diesen Werth von x: 

R, = — R 4 , 

was sofort aussagt, dass R 2 und R t von verschiedenen Zeichen sind. 

Verhalten von 9 (x) und ©' (x) , wenn © (x) zu Null wird. 

III. Wird <0 (x) für einen Werth a von x Null (« als reell betrachtet, 
wie es sich hier überhaupt nur um reelle Werthe von x handelt) , so ändert 
<# (x) sein Zeichen, wenn x von a — ezua + e übergeht, wo e beliebig klein 
(§. 10, IV), da ja die (IT) jetzt nur einfache Wurzeln hat (e positiv). 

Wir wollen nun untersuchen, wie die Vorzeichen der zwei ersten Funk- 
tionen (28) sich verhalten, wenn x von a-ezua + e übergeht, wobei « 
eine (reelle) Wurzel von (IT) ist. 

Für x = a wird <0'(x) nicht Null (erster Satz in II); demnach werden 

•'(a-.), «'(«), «'(« + «) (29) 

von demselben Zeichen sein (bewiesen wie in §. 10, IV für die Grösse X). 

Nun ist aber (§. 1 , II) wegen <0 (a) = 0 : • 

® («_.)=_ e • ' <«) 4- - « ' («) - .... , 

6(o + «)=+e6'(a) + -« J (o) + 
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Der Satz von Sturm. 



Nach §. 4, III hängt das Zeichen der zweiten Seite in jeder dieser 
Gleichungen nur vom ersten Gliede ab, so dass <#(a — e) und <#(a-j-£) 
verschiedenes Zeichen hab«>n (was wir schon wissen) ; das Zeichen von 
(a — e) ist dasselbe mit — € (a) also entgegengesetzt mit (a), d. h. 
auch mit (a — e); das Zeichen von (a + e) ist dasselbe mit c<#'(a), 
d. h. dasselbe mit <#'(«) oder (a 4- «), indem die (29) gleiches 
Zeichen haben (e positiv). 

Daraus also folgt, dass 

© (a — e) und ©'(a — «) von rerschiedeueu ) 

> Zeichen sind. 
6(« + f) „ ©'(a + t) „ gleichen ) 

Würde man also in der ganzen Reihe der Funktionen (28) für x nach 
einander alleWerthe von a — t bis «4- 8 setzen und jedes mal nur die Vor- 
zeichen der einzelnen Glieder aufmerken," so würde in diesen (Horizontal-) 
Reihen von Zeichen zwischen den zwei ersten Gliedern vor x = a verschie- 
dene Zeichen auftreten, die nach x — a sich in gleiche umwandeln. Wir 
wollen sagen: vorx = a herrsche zwischen den zwei ersten Gliedern ein 
Zeichenwechsel, der sich nach x = a in eine Zeichenfolge umwandele. 
Es geht also in den Zeichenreihen ein Zeichejiwechsel (zwischen 
diesen beiden ersten Gliedern) verloren, wenn man (für wachsende x) 
über eine reelle Wurzel der Gleichung (II') weggeht. 

Verhalten der übrigen Funktionen. 

IV. Wir wollen nun annehmen, für einen Werth x = a werde eine 
andere der Funktionen (28) als die erste, Null. Sei dies z.B. R ä (kann auch 
<ß>'(x) sein). Alsdann sind (II) R, , R 4 nicht Null für x = a, haben aber 
verschiedenes Zeichen. Für x = « — e, «, « 4- e haben also R 2 , R 4 (jede 
für sich) nothwendig dasselbe Zeichen, wenn «klein; ob R 3 sein Zeichen 
wechselt, lassen wir ganz unentschieden. Alsdann hat man für die drei 
durch die Werthe a- — «, a, <*-+-« bestimmten Zustände die nachfolgenden 
möglichen Fälle (« positiv): 





R 3 


R. 


R» 


R 3 


R* 


R 3 


R 3 


R* 


R t 


R 3 


R. 


4- 


4- 






+ 


4- 


4- 










.+ 


4- 


0 






0 


+ 


■+- 


0 






0 


-+- 


+ 


4- 






+ 


4- 


4- 










4- 


R* 


R 3 


R. 


R* 


R 3 


R« 


R* 


R 3 


R« 


R. 


R 3 


R« 


+ 


4- 






+ 


+ 


-f- 










+ 


+ 


Ü 






0 


+ 


+ 


0 






0 


4- 














4- 








+ 


4- 



Die Ansicht dieser Fälle ergibt sofort, dass zwischen den (Zeichen der) 
drei Grössen R, , R, , R 4 vor und nach x = a nur ein Zeichenwechsel be- 
steht, der auch für x — a vorhanden ist, wenn man R s dann weglässt. Es 
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geht somit, wenn eine der andern Funktionen, ausser der ersten, 
durch Null geht, weder ein Zeichenwechsel verloren, noch wird 
einer gewonnen. 

Satz von Sturm. 

V. Setzt man also in den sämmtlichen Funktionen (28) x = a und 
merkt sich bloss die Vorzeichen der einzelnen in eine Horizontalreihe auf; 
setzt dann eben so für x immer grössere Werthe, indem man keinen Werth 
überspringt (durch unendlich kleine Unterschiede fortgeht), bis man zu einem 
Werthe b(>a) gelangt; so erhält man eine (unendliche) Menge Horizontal- 
reihen von Zeichen. In der ersten (für x = a) zähle man alle Zeichen- 
wechsel, die zwischen zwei auf einander folgenden Gliedern herrschen; diese 
Zeichenwechsel werden in den nächstfolgenden Horizontalreihen dieselben 
sein, so lange nicht eine der Grössen (28) Null wird, da ja dann alle Glieder 
immer dasselbe Zeichen haben. 

Wird aber die erste Funktion (zwischen a und b) Null , d. h. trifft man 
auf eine Wurzel von (1 1'), so geht in den Reihen jeweils ein Zeichenwechsel 
verloren (III); dieser könnte sich nur ersetzen dadurch, dass bei dem 
Nullwerden einer andern Funktion ein Zeichenwechsel gewonnen würde. Da 
dies aber nidht der Fall ist, und auch keiner verloren geht (IV), so bleibt 
jener und auch nur jener Zeichenwechsel verloren. 

Gelangt man zu einer zweiten Wurzel, so geht abermals ein Zeichen- 
wechsel verloren, der sich nicht mehr ersetzt, u. s. w. 

Daraus folgt also , dass bis zur letzten Reihe (für x = b) genau eben 
so viele Zeichenwechsel verloren gegangen sind, als reelle Wurzeln der 
Gleichung (11') zwischen a und b liegen. 

Man hat also folgenden Lehrsatz: 

Um zu entscheiden, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung 
(11') zwischen a und b liegen, wo b>a, setze man in (28) x = a 
und merke bloss die Vorzeichen der Glieder auf; sodann setze 
man eben so x = b und behalte ebenfalls bloss die Vorzeichen. So 
viele Zeichenwechsel die letztere Zeichenreihe weniger enthält 
als die erste, genau eben so viele reelle Wurzeln liegen zwischen 
a und b. 

Besondere Bemerkungen. 

VI. Wird eine der Funktionen (28) , die erste ausgenommen , Null für 
x = a oder x = b, so kann man sie ganz weglassen. 

Denn gibt man ihr das -h oder — Zeichen, so bildet sie mit ihren 
Nachbarn immer einen Zeichenwechsel, wie wenn sie selbst weggelassen 
wird (IV). 
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30 Der Satz.ron Sturm. 

VII. Ist die erste aber Null für x = a, so ist a selbst eine Wurzel. 
Lässt man sie dann weg, so kann natürlich von einem Zeichenwechsel zwi- 
schen den zwei ersten Funktionen nicht die Rede sein; würde man für x 
aber a-f-e wählen, so wäre auch jetzt kein Zeichenwechsel zwischen den 
zwei ersten (III). Baraus folgt, dass wenn man jetzt in der ersten Zeichen- 
reihe das erste Glied weglässt, die Sache sich so verhält, als ob man unter- 
suchen wollte, wie viele reelle Wurzeln zwischen a-t-8 und b liegen. Fällt 

• man also die Entscheidung nach obigem Lehrsatz [mit Weglassung von 
(a)] , so ist die Wurzel nicht eingezählt 

VIII. Ist die erste Funktion Null für x = b, und man lässt sie weg, so 
ist wieder kein Zeichenwechsel zwischen den zwei ersten Gliedern , gerade 
wie für x = b + £. Jetzt also ist die Sache so,. als wenn man entscheiden 
wollte, wie viele Wurzeln zwischen a und b -+- e liegen. Die Wurzel b ist 
also hier eingerechnet 

Sind a und b zugleich Wurzeln v.on (11')» so ergibt sich sofort, dass 
wenn man in den zwei Zeichenreihen die ersten Glieder weglässt (und die 
Zeichenwechsel abzählt) die Wurzel a nicht, dagegen b eingerechnet ist 

IX. Da jedesmal, wenn man in die Nähe einer Wurzel von (11') ge- 
langt, zwischen den zwei ersten Funktionen ein Zeichenwechsel besteht, der 
sich in eine Zeichenfolge umwandelt, wenn man über die Wurzel weggeht; 
diese Zeichenfolge sich aber wieder in einen Zeichenwechsel umgesetzt hat, 
wenn man in die Nähe der nächsten Wurzel gelangt, so muss also tf'(x) 
sein Zeichen wechseln, wenn x von einer Wurzel der (11') zur nächsten 
wächst. 

Die übrigen Funktionen in (28), ausser der ersten , werden also , wenn 
sie ihr Zeichen ändern, nur die Zeichenwechsel in den Reihen gegen den 
Anfang vorschieben, wo sie dann verloren gehen. 

X. Hat eine der Funktionen in (28) die Eigenschaft, ihr Zeichen nicht 
ändern zu können, wenn x von a bis b geht, so kann man die Reihe (28) 
mit ihr schliessen. Denn sei etwa R. in dieser Lage, so hat die Reihe 

♦ 

R» , R t+ i , R m (28') 

für x = a und x = b dieselbe Zahl von Zeichenwechsel. Da nämlich die erste 
nicht Null wird und durch die Zeichenänderung der übrigen weder ein 
Zeichenwechsel verloren geht, noch einer gewonnen wird, so ist die Behaup- 
tung sofort klar. Dazu ist freilich die Bedingung, dass R, nicht Null werden 
kann zwischen a und b, unerlässlich. Denn wenn R, Null werden könnte, , 
so lässt sich die eben angegebene Behauptung , die auf dem Satze II , 2 
ruht, nicht aussprechen, da ja R. in (28') nicht zwei benachbarte Funk- 
tionen hat 

Es verhält sich für das Endergebniss die Sache also gerade eben so, 
als wenn alle Funktionen (28') für x = a sowohl , als für x = b dasselbe 
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Zeichen hätten, so dass es genügt, die eine erste derselben in (28) beizu- 
behalten. 

Beispiele. 

XI. Ehe wir die wirkliche Rechnung durchführen, bemerken wir, dass 
die in §. 7, I aufgeführten Abkürzungen der Rechnung hier entschieden zu- 
lässig sind, da man ja bloss die Zeichen der Grössen (28) zu kennen braucht, 
diese aber dadurch nicht geändert werden, dass die fraglichen Grössen etwa 
mit positiven Werthen multiplizirt sind. Man muss sich also nur hüten, 
mit negativen Zahlen zu multipliziren. 

Es soll die Gleichung 

x»-7x + 7 = 0 

in Bezug auf ihre Wurzeln untersucht werden. 



X 



7x + 7 
3x»-21x + 21 



3x*-7 3x'_ 7 I 2x-3 



6x l - 14 | Sx + 9 



3x s - 7x 6x l - 9x 



- 14x + 21 . 9x-14 
2x - 3 18x-28 

^8x-27 



- I 

• ■ 

+ 1 

©x =' x»-7x + 7, 
©'(x)^3x l -7, 
R, =2x-3, 
R, = + 1. 

Um nun zu entscheiden, wie viele reelle Wurzeln überhaupt die 
Gleichung hat, setzt man x = — oo und x = + oo, wo dann die Zeichen 
der höchsten Potenz entscheiden. So hat man die Reihen (der Zeichen) 

— H 1-; + + + +; 

die erste hat drei, die letzte keinen Zeichenwechsel: also hat man 3 reelle 
Wurzeln. Die positiven Wurzeln finden sich durch das Einsetzen von 
x = 0 und oo : 

+ h (2) , + + + + (0) ; 

also 2 positive und folglich 1 negative Wurzel. 

Um die positiven Wurzeln näher zu finden, setzen wir x = 0 und 10. 

H + (2); + + + + (0), 

also beide zwischen 0 und 10. Setzen wir x = 0, 5: 

+ + (2); . + + + + (0), 

mithin beide zwischen 0 und 5. Weiter x = 1 , 2: 

H M2); + + + + (0), 

. «- 

befde zwischen 1 und 2. 
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Setzen wir nun in den (28) überall x = 1 4- z (vergl. §.15), so hat z 
zwei Werthe zwischen 0 und 1. Dann hat man die Funktionen: 

t , -HSz , -42-t-l, 3z*4-6z-4, 2z-l, 1. 

Für x = 0, Oo: 

+ - - H-(2); + (1), ' 

i 

also liegt ein Werth von z zwischen 0 und 05. 

Die positiven Wurzeln unserer Gleichung liegen also: eine zwischen 1 
und 1*5, die andere zwischen 1*5 und 2. 

Was die negative Wurzel betrifft, so setzen wir x = — 5 , 0 : 

_ + _ -+- (3); + 1- (2), 

demnach liegt sie zwischen — 5 und 0. Man setze — 4 , — 3 : 

1 «- (3); H — I h (2), 

also liegt die negative Wurzel zwischen — 4 und — 3. 

(Vergl. Lagrange: Traite de la Resolution des Equations numeriques 
de tous les degres, Chap. IV.) 

XII. Sei die Gleichung 

x »_ 10x 3 -r-6x-T-l = 0 

eben so zu untersuchen. 

x »-10x 3 4- 6x4-1 i 5x*-30x-4 -6 5x« - 30x*4- 6 
5x*-50x 3 4-30x4-5 | x 20x« - 120x» 4- 24 

5x 5 - 30x 3 4- 6x 20x«- 24x'- 5x 



20x 5 -24i - 5 



- 20 x« 4- 24x4- 5 - 96x : 4- 5x4-24 

20x 3 -24x — 5 96x 3 - 5x-24 

20 x 5 - 24 x — 5 1 96 x* - 5x-24 

480x»- 576x - 120 | 5x 4-25 

480 x 3 - 25 x 5 - 120x 



25x J - 456x- 120 
2400 x J - 43776 x- 11520 
2400x l - 125 x- 600 



43651 x - 10920 
43651x4-10920 



96x 3 - 5x— 24 

4190496 x* - 218255 x - 1047624 
41 90496 x * 4- 1 048320 x 



43651x4- 10920 



96 x - 1266575 



- 1266575 x- 1047624 
bei der nächsten Division bleibt: 

- 1047624 . 43651 4- 10920 . 1266575 - . 
©(x)= x 5 - 10x 3 4-6x4-l, R,= 96x'-5x 24, 

®'(x)= 5x*-30x*4-6, R 3 = 43561 x 4-10920, 

R t =20x 3 -24x -5, R 4 = 4-l. 
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Für x = — qo, 4- oe>: 

1 h h (5) , + 4- 4- 4-4- 4- (0); 

alle 5 Wurzeln sind reell. 
Für x = 0 , 4- <X>: 

• + H- 1 — H (2) , + + + + + t-{0); 

zwei sind positiv, also drei negativ. 

Fürx=-0, 1: 

. 4-4--- + + (2), + + + (1); 

eine Warzel. 

Für x=3, 4: 

. ttt -+ + + + + (1), 4- 4- 4- 4- 4- 4- (0); 

eine Wurzel. 

Die eine positive Wurzel liegt zwischen 0 und 1 , die andere zwischen 
3 und 4. 

Für x= -1, 0: 

4- --4- -4- (4), 4-4-- -4-4-(2); 

zwei Wurzeln. 

Fürx^-4, -3: 

. ^ , -4- -4- -4- (5), 4- 4- -4- -4- (4); 

eine Wurzel. 

Von den negativen Wurzeln liegen also zwei zwischen 0 und — 1 , eine 
zwischen — 3 und — 4. 

(Vergl. Young: Theory and Solution, of algebraical equations of the 
higher Orders. London. 1843. S. 230.) 



XIII. 



x h 4- 



X 5 - x* — X 3 



4- x 3 - x 4- 1 = 0. 



x 5 _ 



x s 4- 



6x fi 4-6x 5 - Gx*- 6x 3 4- 6x 3 - Gx4- 6 
6x^+5 x 6 - 4x*- 3 x 3 4- 2x 3 - x 

x 5 - 2x*~ 3x~ 3 4- 4x s - 5x4- 6 
Gx 6 - 12x*- 18x 3 4-24x t -30x4-36 
6x*4- 5x*- 4x 3 - 3x 3 4- 2x_ 1 



(Young, S. 23 3) 
x 1 - x4- 1 I 6x 5 4-5x* - 4x 3 - 3x 3 4-2x - 1 



x 4-1 



1 

17 



- 17 x* - 14x 3 4-27x I - 32x4-37 
I7x*4- 14x 3 - 27x'-4-32x - 37 
6x 5 4- 5x* - 4x 3 — 3x 3 4- 2x- 
102x 5 4-85x*- 68x 3 - 51 x 3 4- 34x 
102x t 4-84x«— 162x 3 4- 192 x 3 - 222 x 

x* 4- 94x 3 - 243 x 3 4- 266~x^ _ l7 
17x* 4-1598x 3 -4131x 3 4-4352x-289 

17 x 4 4- I 4x 3 - 27x 3 4- 32x- 37 

1584 x 3 - 4 1 04 x 3 4-^4320 j 252 
- 44x 3 4- 114x l - 120x4- 7 

Di*>nir?r. hfthere ßlf>cfiDn?"n. 



I7x 4 4- 14x 3 -27x*4-32x - 37 
Gx 4- 1 



3 
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3 4 Fall gleicher Wurzeln 



1/x-r i* x — 




^7 1 


44 t' -4- 




1 TO X U1U* — ' 


1 1 ftft ■» * 1 408 t 


- 

1628 


— 17 r _ 


1277 


748 x — lydox -f- 


*»04U X — 1 ! y X 








2554 x 3 - 


3228 x 3 4- 1527x- 


1628 






56188 x 3 - 


7l016x l 4- 33594x- 


35816 


V 




56188 x 3 -- 


1 45578 x * -hl 53240 x - 


8939 








74562 x J - 1 19646 x - 


26877 







- 74562 x l 4- 119646 x 4-26877 

- 44x 3 4- 114x l _ 120x4- 7 I - 74562 x 1 4- 1 19646 x 4- 26877 

- 1640364 x 3 4- 4250034 x ? - 4473720x4- 260967 | 4- 22 x - 311 

- 1640364 x* 4- 2632212 x ? 4- 591294 x 

1617822 x* - 5065014 x 4- 260967 
539274 x ! - 1688338 x 4- 86989 
23188782 x s - 72598534x4- 3740627 
23188782 x 3 - 37209906 x - 8358747 



-35388628 x 4-12099274 
506 x^- 173. 

Da bei der Division von ax J 4- bx 4- c durch a'x 4- b' als Rest bleibt 

a' 3 c - a'bb'4-ab' 3 



a' 3 



und diese Grösse dasselbe Zeichen hat wie 

a'»c -a'bb'4-ab' 3 , 
so hat unser letzter Rest das Zeichen von 

(506)* . 26877 4- 506 . 1 19646 . 173 - 74562 (173)», 
ist also entschieden positiv, mithin die letzte Funktion der Reihe (28) negativ. 
Man hat folglich 

■ 

« (x) - x fi 4- x 5 ~ x* - x 3 4- x 1 - x 4- 1 , 
«5' (x) = 6 x 5 4- 5 x* - 4 x 3 - 3 x 3 4- 2 x - 1 , 
R t ^ I7x«4- 14x 3 - 27x'4-32x -37, 
Rj - 44x 3 4- 114x 3 - 120x4-7, 

It, = - 74562 x* 4- 119646 x 4-26877, 
R, ^ 506 x- 173, 
R 4 = - 1. 

Für x = — QO, 4- QC : 

H h+ (3) , 4-4-4- -"4- - (3) ; 

die Gleichung hat keine reellen, also lauter (verschiedene) imaginäre 
Wurzeln. 

§. 14. 

Zweiter Fall: B» enthält noch x. 

I. In diesem Falle haben (x) und <&' (x) einen gemeinschaftlichen 
Faktor R», der übrigens auch in R t , ... , R^, enthalten ist; also hat die 
(11') gleiche Wurzeln (§§.6, 7). 
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Die zwei Sätze in §. 13, II können jetzt nicht mehr allgemein erwiesen 
werden, und es gilt also der Satz von Sturm für diesen Fall noch nicht 
als erwiesen. 

Da aher #(x), $'(x), R, , . . sich darch R m dividiren lassen, 
so wollen wir diese Division vollziehen , wodurch sich statt der Funktionen- 
reihe (2Q) die folgende bildet : 

T, T t , ?! , S, , Sn.-t, 1, (28") 

wenn 

*(X)__ ®1(X)_ T _ „ n a w 

-TT"— — 1 , — J l » — — Ö, , U. &. W. 

IVm Am t\m 

Für diese Grössen gelten die Gleichungen (§.13, I): 

T =Q l T 1 -S 1 , 
? t =Q S S 1 -S I , 
s, =Q s s,-s,, 

(27') 

S„,- S = Q„S m -i— 1, 

Sm-l = Qm-M , 

welche sich aus (27) durch Division bilden. 

II. Die beiden Sätze des §.13, II gelten nun ganz eben so für (28"), 

d. h. 

1) zwei auf einander folgende der Funktionen (28") können nicht zu 
gleicher Zeit Null sein; 

2) ist eine Null, so sind für denselben Werth von x die zwei benach- 
barten von verschiedenen Zeichen. 

Der Beweis ist derselbe wie §. 13, II, nur wird S statt R gesetzt. 

III. Es fragt sich nun, wie T und T, sich verhalten, wenn T durch 0 
geht für x = a. Wird T Null, so wird es auch <0 (x) (= TRJ, also ist a 
eine Wurzel von (11') und da diese Gleichung jetzt gleiche Warzeln haben 
kann, so ist möglicher Weise der Faktor x — « mehrfach in & (x). Sei also 

©(x) = (x-«)«X, 

wo X den Faktor x — a nicht enthält, m mindestens 1 ist. Daraus folgt 

e (x) = tn (x - «)— » X H- (x — a)» X', 



WO 



also da 



so ist 



* - 8x' 

T, = R m T t _ 03' (i) _ m (x - a)— 1 X + (i - a) m X' 
T R„T <& { x)~~ (x-"«)-X 



3* 
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36 Fall gleicher Wurzeln. 

T t ro -Hx-a)v x; 

T " x - « ' V ~ X ' 

Die Grösse V ist für x = a eine endliche bestimmte Zahl (da X nicht 
Null); sie sei A, B, C für x = a — e, a, «4-«, so hat mau (« positiv) 

für x = « — * : 

T, m — e A m 

= = -+- A , 

T — $ e 

für x = « + £: 

T t _ m + eC _ m 

Y ___._-H 7+C . 

Ist 8 klein, so überwiegt hier je — , und es ist also der fragliche 
Bruch 

negativ für x = a — «, d. h. T und T t von verschiedenen Zeichen, 

positiv w x = a-r-a,„„T „ T t „ gleichen Zeichen. 

Demnach wie in §. 13, III geht zwischen den zwei ersten Funktionen (28") 
je ein Zeichenwechsel verloren, wenn man über eine Wurzel von (11') weg- 
geht. Da §. 13, IV hier ebenfalls gilt, so hat man also den Satz des §. 13, V 
wörtlich wieder, wenn man nur statt der Funktionenreihe (28) die (28") 
anwendet. 

Weil aber die (28) aus (28") entsteht, wenn man jede Funktion dieser 
letztem Reibe mit R m multipliplizirt, so ist die aus (28") für x = a hervor- 
gehende Z«ichenreihe 

dieselbe wie die aus (28) folgende, wenn IC für x = a positiv, 

genau entgegen gesetzt wie (28) , n R m „ x = a negativ. 

In beiden Fällen ist aber die Zahl der Zeichenwechsel sicher dieselbe , wie 
sich aus der Vergleichung der zwei Zeichenreihen 

+ H 1 — I h + - H 

h H -+- 1 1 — I — h 

ebenfalls ergibt. Dasselbe gilt für x = b. 

Demnach gilt der Lehrsatz des §. 13, V auch wörtlich 
jetzt. Dabei werden vielfache Wurzeln je nur einmal gezählt. , 

Die Bemerkungen des §.13, VI — X gelten im Wesentlichen auch 
jetzt; nur könnte es sich jetzt ereignen, dass für x = a oder x = b alle 
Funktionen (28) Null werden (wenn R» es ist). In diesem besondern Falle 
ist der allgemeine Satz nicht anwendbar, und man muss entweder zu (28") 
seine Zuflucht nehmen , oder andere Gränzen wählen. 

Beispiele. 

IV. 

x 5 4- 3 x* - 46 x 3 - 18 x* ■+■ 621 x - 945 = 0 (§. 10) 
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6 <x) = x»4-3x*-46x 3 - 18x* 4-621 x- 945, 
®'(x) = 5 x* 4- 12 x 3 - 138 x= - 36 x 4- 621 , 
B 4 = 31 x'-9x s - 783 x 4- 1593, 0 
B s = x 3 - 6x4-9. 

x = — oo, 4- qo: 

- 4- - 4- (3), 4-4-4-4- (0); 

drei reelle von einander verschiedene Wurzeln. 
x = 0, 4- QO: 

- 4- 4- 4- (1), 4-4-4-4-(0); 

eine positive Wurzel, 
x — — go , 0: 



zwei negative Wurzein. 
x = 0, 5 (§.3): 

eine zwischen 0 und 5. 



- H h (3) , -4-4-4- (1); 



(1), 



+ (0); 



x=-10, 0 (§. 3): 

-4- -4- (3), _4-4-4-(l), 
zwei zwischen 0 und —10. 



46 



Die oberste Gränze positiver Wurzeln ist (§. 12, III) 1 4- hier sehr 

hoch, da die positive Wurzel nicht über 5 geht. Thatsächlich findet man, 
dass 3 drei mal Wurzel ist (§. 10) unddass —5, —7 einfache Wurzeln sind, 
wie sich aus nachstehender Rechnung (§. 3) ergibt. 

1 3 _46 - 18 4-621 -945 

-5) -5 4-10 4-180 —810 4-945 



1 
1 



-2 -36 



162 



-7) 



3 -46 - 18 
-7 4-28 4-126 



-189 

4-621 
-756 



-945 
4-945 



V. 



x*4- x«- x»-l 
6x 6 4-6x*-6x l -6 
6x*4 - 4x* - 2x* 

~2x 4 -4x l -6 
-x*4-2x*4-3 

-x*4-2x J 4-3 

-X 4 - X* 



-4 -18 4-108 -135 

x»4-x*- x l - 1 = 0. 
6x*4-4x 3 -2x 



6x 5 4- 4x 3 - 2x 
6i & - 12x 3 - 18 x^ 
" 16 x 3 4-16 x 



- x*4-2x»4-3 



-6x 



— X* —X 



X* - X 



— I* — X 

— X 3 - X 



-x s - 1 



3x*4-3 
-x'-l 
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3 8 Untersuchung von x* -f- p x -I- q = 0. 

© (x)=x« + x«-x J - !, 
«'(x) = 6x* + 4x 3 -2x 
R t = -x* + 2x 5 + 3 
R, = - x 3 - x 
R 3 = -x*-l. 

Die Gleichung hat gleiche Wurzeln , und zwar sind die Wurzeln von 

x*+ 1 =0(x = ±i) 

mehrfach vorhanden (§. 6). 
x = — oo, -h QO: 

4- H — (3) , H — I (1); 

zwei reelle verschiedene Wurzeln. 
^ — 0, -h oc: 

+ (2), + -+- (1); 

eine positiv (eine negativ). 

Die Gleichung hat somit vier imaginäre Wurzeln, und zwar ± i, jede 
doppelt (§. 8). 

Die obere Gränze der positiven Wurzeln ist (§.12, III) 1$, die unterste 
Gränze der negativen —1$. Thatsächlich sind +1 und —1 die reellen 
Wurzeln. 

VL x 3 -|-px-t-q = 0. 

-2px-3q 



x 3 4- px-f- q I 3x' + p 3x J -f- p 

3x 3 -+-3px + 3q V n . n 

3x 3 + px 6xi+2 P 

2px + 3q 9 qx 

-2px-3q 6x + ~p^ 



3x 9q 
P*V 



-^- X + 2 P 
P 

_l^ + 4p 
P 

18qx 27g 1 
P P ' 
4pH-~p 

e (x) = x J + px-4- q, 
®'(x) = 3x l + P , t 
R, =--2px-3q, 
R x =-4p»-27q». 

Der letzte Rest kann nun positiv oder negativ, p dessgleichcn positiv 
oder negativ sein. Ist p > 0 , so ist übrigens R 2 < 0. 

Sei also p > 0 , so ist für x = — oo, -h o© : 
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- 4- 4- - (2), H — I (1), 

eine reelle Wurzel; sei p < 0, und — 4 p 3 — 27 q' > 0, so ist für 
x = — a© , 4- a© : 

- 4- - 4- (3) , 4- 4- 4- 4- (0) . 

drei reelle Wurzeln; sei p<0, und — 4p 3 — 27q l <0, so ist für 
x = — qo, 4- oo: 

- 4- - -(2), 4-4-4- -(1), 

eine reelle Wurzel. 

Die vorgelegte Gleichung hat also nur drei reelle Wurzeln, wenn 
zugleich 

p<0, 4p 1 4-27q J <0, 

von welchen Bedingungen die erste in der zweiten enthalten ist. Sie hat 
nur eine reelle Wurzel wenn 

4p»4-27q l >0. 

Ist aber 

4p , 4-27q J = 0, 

so hat man für x — — oo , 4- od , da jetzt nothwendig p < 0 : 

- 4- - (2), 4-4-4- (0), 

zwei reelle Wurzeln, und da eine doppelt ^— so hat die Gleichung 

ebenfalls drei reelle Wurzeln. (Vergl. §. 23.) 

- 

§15. 

Ordnung der Sturmschen Funktionen nach den Potenzen von x — a. 

I. Nach der in §. 3 angegebenen Rechnungsweise lässt sich ein Polynom 
leicht statt nach den Potenzen von x nach denen von x — a ordnen. Die 
Reihe (28) besteht aus einer Anzahl ganzer Funktionen von x, die wir nun 
alle nach Potenzen von x — a geordnet denken wollen. Setzt man dann 
x — a = z, so sind dieselben nach Potenzen von z geordnet und es ist ganz 
selbstverständlich, dass die beiden ersten der nunmehrigen Funktionen derart 
beschaffen sind, dass die zweite der Differentialquotienten der ersten nach z 
ist; * dass eben so die folgenden die Sturmschen Funktionen für die erste 
sind, d. h. die nach der Vorschrift des §. 13, I aus der ersten und zweiten 
gebildeten. 

Wird in (11') ebenfalls nach Potenzen von x — a geordnet (bereits 
geschehen) und x — a = z gesetzt, so entsteht eine Gleichung in z, deren 
Wurzeln sämmtlich um a kleiner sind. Die Lage dieser Wurzeln wird 



• Die erste (der neuen Funktionen) ist C(i + a), die zweite <Ö' (z 4- a) , woraus die 
Behauptung sich sofort ergibt. 
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mittelst des Sturmschen Satzes wieder erforscht werden können , man 
braucht aber die ganze Rechnung nicht zu wiederholen, sondern — nach 
dem eben Gesagten — in den (28) nur zuerst nach Potenzen von x — a zu 
ordnen und z für x — a zu setzen, wodurch man die nöthigen (Sturmschen) 
Funktionen erhält. 

Es ist diese Bemerkung von Wichtigkeit für die Abkürzung der Rech- 
nung, namentlich auch für den Fall, dass zwei Wurzeln nahezu einander 
gleich sind. 

Beispiel. 

II. x 3 4-llx J - 102xH- 181 = 0. 

x 3 4- 11 x 8 - 102x4- 181 I 3x*4-22x - 102 

3x 3 4-33x 8 - 306 x 4- 543 | x 4- 11 3x*4-22x-102 | 122x-393 

3 x 8 H-22 x* - 102x 

"llx 1 - 204 x 4- 543 -122U02 4- 122. 22.3934-3.393* = -(§. 13, XIII). 
33 x 1 - 612 x 4- 1629 
33x*4-242x- 1122 



-854 x 4-2751 
122 x- 393 



Die (28) sind 

x 3 4-llx*- 102x4-181, 3x l 4-22x- 102, 122x - 393 , 4- 1. (a) 

Für x— — qo, 0, 4- oo: 

- 4- - 4- (3) , 4- h (2) , 4- 4- 4- 4- (0) , 

also eine negative und zwei positive Wurzeln. 

Fürx = 3,4(§.3): ' 

+ h(2), 4-4-4-4-(0), 

beide positiven zwischen 3 und 4. 

Wir bilden also aus deü vorgelegten Gleichung eine andere, deren 
Wurzeln um 3 kleiner sind. Dies geschieht für alle Sturmschen Funktio- 
nen (a) nach folgender Uebersicht : 

1 11 -i02 181 3 22 -102 122 - 393 

3 42 —180 9 93 366 

1 14 - 60 1 3 31 - 9 122 - 27 

3 51 9 



17 - 9 3 40 

3 



1 20 

so dass dieselben sind 

z* + 20z*-9z+l, 3z*4-40z-9, 122x-27 , 4-1. (b) 
Die Gleichung in z hat zwei Wurzeln zwischen 0 und 1. 



Digitized by Google 



Beispiel. 41 

Für z- 0'2, 0*3: 

H h (2), -f- 4 4 4- (0), 

beide zwischen 0 2 und 0'3, d. h. die Gleichung 

z 3 4-20z* -9z4-l =0 
hat zwei Wurzeln zwischen 0'2 und 0'3. 

Man bilde nun eine Gleichung aus ihr, deren Wurzeln um 0*2 kleiner 

sind, so ergeben sich die Sturraschen Funktionen aus der (b) durch folgende 
Rechnung : 

1 20 -9 4-1 3 40 -0 122 -27 

02 4*04 - 0-992 0 6 812 24j4 

1 202 -4*96 +0-008 3 40 6 - 088 122 — 26 

2 408 6 



204 -088 3 412 

2 



1 206 

u 3 4- 206 088 a 4- 0008, 3u J 4- 41'2u - 0'88, 122u-2'6, 4-1. (c) 
Die Gleichung 

u 3 4- 20 6 u 3 - 0'88 u 4- 0 008 = 0 
hat zwei positive Wurzeln zwischen 0 und 0*1. 

Für x = 0 01 und 0 02: 

4-- -4- (2), 4- (1), 

eine zwischen 0*01 und 0*02. 

Für x = 0-02 und 0 03 : 

4-0), 4-4-4-4(0), 

eine zwischen 0*02 und 0'03. 

Da die erste Funktion (c) ihr Zeichen ändert für x — 0 0 1 und 0*02 
und wieder 0 03, so kann man schon daraus schliessen, dass die eine Wurzel 
für u zwischen 0*01 und 0'02, die andere zwischen 0'02 und 0*03 liege 
(§. 10, I). 

Die vorgelegte Gleichung hat also eine Wurzel zwischen 3*21 und 3*22, 
so wie eine zwischen 3'22 und 3 23. 



Dritter Abschnitt. 

Bestimmung der reellen Wurzeln einer algebraischen 

Gleichung. 

§. 16. 

Das Verfahren Horners. 

• 

I. Nachdem wir im zweiten Abschnitt ausführlich gezeigt, wie man den 
Wurzeln einer Gleichung mittelst des Sturmschen Satzes nahe kommen 
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kann , wollen wir nun ein bequemes Verfahren angeben , diese Wurzeln mit 
beliebigem Grade der Näherung zu erhalten. Dasselbe wurde von Horner 
in den „Philosophical Transactions", 1819, angegeben und ruht, abgesehen 
von der Handhabung der Rechnung, auf dem bereits von Newton angewen- 
deten Grundsatze der Näherung. 

Ist a ein sehr genäherter Werth der Gleichung 

0(*) = o, OD 

und setzt man 

x = a + o, 

so ist a klein und man kann also im Allgemeinen die höhern Potenzen von 
« gegen die erste vernachlässigen. Dadurch erhält man (§. 1) 

0(a) + «0'(a) = O, «=-Jt§. * (29) 

Ist & (a) selbst klein , so ist die hier zu Grunde gelegte Annahme un- 
zulässig und man müsste bis zur zweiten Potenz von a gehen. Da aber 
(a) Null ist, wenn zwei Wurzeln von (11') gleich a sind (§.6), so wird 
(a) nur dann sehr klein sein, wenn zwei Wurzeln der (II') nahezu gleich 
a sind. Es lässt sich dies unmittelbar einsehen. Sind a t , a 2 zwei Wurzeln, 
nahe gleich a, so ist 

© (x) = (x - a t ) (x - «,) X . 0' (x) = (* - a, + x - a,) X + (x - O (x - X'. 

Setzt man x = a , so ist 

0'(a) = (2a - a, - a,) A + (a - a t ) (a - a,)B , 

wo A , B die Werthe von X, X' für x = a sind. Aber es ist 2 a — a t — a, 
= (a — a 1 )-h(a — a 2 ) klein, und noch mehr (a — a t ) (a — a,), so dass- 
wirklich <0' (a) klein ausfallt. Ist nur einer der Werth a 1 , a, nahe an a, 
so ist 2a — a t — a 2 nicht klein, wohl aber (a — a t ) (a — a,), so dass jetzt 
<#'(a) nicht sehr klein ausfällt. Man ersieht eben so, dass wenn drei 
Wurzeln nahe gleich a wären, auch noch 0> J (a) klein ausfiele u. s. w. 

II. Sehen wir vorläufig von diesem Ausnahmsfall ab, so wird (29) einen 
Werth a liefern und a-f-a ist genauer eine Wurzel der Gleichung. 
Nach §. 2 (8) ist aber 

£$=^»"°"=-£« ™ 

und es ist gezeigt (§.3) wie sich diese Grössen leicht bilden lassen. Im 
Allgemeinen werden wir den Bruch (29') nur auf eine Dezimalstelle ent- 
wickeln und dann die Wurzeln der Gleichung um diese Stelle verkleinern 
(§. 15). Die Kontrole der richtigen Rechnung liegt im Zeichenwechsel 
(§. 10, 1) von <0(x), wobei die Berechnung wieder nach §.3 geschieht. 

Die gesammte Anordnung und Handhabung der Methode wird sich an 
einem Beispiel am besten erläutern lassen. 

III. Die Gleichung 
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x*-4x J 4-x4-4 = 0 (a) 

hat eine Wurzel zwischen 1 und 2, eine zwischen 3 und 4 und zwei imagi- 
näre, wie man nach §.13 leicht findet. Wir wollen nun die zwischen 1 und 2 
liegende Wurzel genauer suchen. Zu dem Ende bilden wir eine Gleichung, 
deren Wurzeln um 1 kleiner sind. 

-4 0 4-1 +4 

1 _3 -3 -2 



I) 



-3 

_ 9 



-2 

-5 



+2 



-2 
1 



— 5 
-1 



-I 
4-1 



-6 



A t — 2, Aj — 



(b) 

- 7, also 



Diese Gleichung ist 

x* - 6x ! 7x4-2 = 0 

nnd hat eine Wurzel zwischen 0 und 1. Hier ist 
2 

« = y = 0*2, so dass die Wurzel wahrscheinlich zwischen 0 2 und 0*3 liegt. 

Wir berechnen nun die erste Seite von (b) für x = 0'2 , 0*3 und müssen 

Werthe von verschiedenen Zeichen erhalten, wenn die Sache sich wirklich 
so verhalten soll. 

1 0 -6 -7 4-2 



0-3) 



0-2) 



0 

0'3 



0-09 



-1-773 



-2*6 



1 
1 



0-3 
0 

02 



-591 

-6 
0 04 



-8-773 
-7 

-1192 



4-2 
-T6 



1 02 -596 -8 192 4-. 

Demnach liegt die Wurzel in der That zwischen 0*2 und 0'3. Nun bilden 
wir aus (b) eine Gleichung, deren Wurzeln wieder um 0*2 kleiner sind, so 
dass die neue Gleichung eine Wurzel zwischen 0 und 0*1 hat. 



02) 



1 


0 


-6 


-7 


4-2 




02 


004 


-M92 


-1-6384 


1 


02 


-5 96 


-8- 192 


03616 




2 


8 


—1176 




1 


04 
2 


-588 
12 


~- 9368 


- 


1 


06 
2 


-576 






1 


08 









Diese neue Gleichung ist 

x 4 4- 0 8 x 3 - 5-76 x* - 9 368 x 4- 0*3616 = 0 

und für sie 



(c) 
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0-3616 



9-368 



= 0 03 , 



so dass sie also eine Wurzel zwischen 0*03 and 0*04 haben wird, was die 
nachstehende Rechnung als richtig ergibt. 

1 08 - 5-76 - 9 368 -fO'3616 

004) 04 3 - 229 -0 383 



1 

1 



0 03) 



0-8 

08 
03 



-5-73 

-5 76 . 
2 



-9-597 

.-9 368 
- 172 



4-03616 
-028 



1 0 83 - 5*74 - 9 540 4- . 

Wir bilden nun aus (c) eine weitere Gleichung, deren Wurzeln um 0 03 
kleiner sind („verkleinern um 0*03"), so dass die neue Gleichung (d) eine 
Wurzel zwischen 0 und 0 0 1 hat 

1 0*8 —5-76 -9-368 +03616 

03 0249 - 172053 - 28520159 6 



003) 



083 

3_ 

086 
3 



-5-7351 
258 



• 9-540053 
171279 



0-07639841 



-57093 
267 



-9-711332 



0-89 
3 



-5-6626 



woraus 



092. 

x«4-0-92x 3 - 5*6826 x* - 9711332 x -4-0 07539841 = 0, 
0 0753 



(d) 



9-711 



■=0-007, 



Wir bilden also die Gleichung (e), deren Wurzeln um 0*007 verkleinert 
sein sollen, gegenüber denen von (d). 

0tX>7) 



1 


0*92 
07 


-5*6826 
64 


-9 711332 
- 039733 


007539841 
- 0 068257455 


1 


0927 
7 


-5*6762 
65 


-9-751065 
- 396879 


4-0 00714095 


1 


0 934 
7 


-56697 
658 


-9790753 
000714 


0 0007. 


1 


0 941 
7 


-56631 


979 ~ 


1 


0948 









x* 4- 0 948 x s - 5*6631 x* - 9*790753 x 4- 0*00714095 = 0 (e) 
hat eine Wurzel zwischen 0*0007 und 0*0008. Wir verkleinern um 0 0007 : 



1 


0948 


-6*6631 


-9790753 


0 00714095 


00007) 




6 


- 3963 


_ 695630 


1 


0948 


-5*6625 


-9-794716 


0-00028465 

0 






6 


3963 


1 


0948 


-56619 


-9*797679 








6 


0 000284 


= 000002. 


1 . 


0 948 


-6-6613 


~ 979 
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Die neue Gleichung 

x* + 0-948 x 3 - 5 6613 x* - 9 797679 x + 0 00028465 = 0 (f) 

hat eine Wurzel zwischen 0*00002 und 0*00003. Wir verkleinern um 
0*00002: 

1 0 95 -5*6613 -9797679 0*00028465 
' bleTbeo 113 - 19597 

-9798792 0 00008868 

- 113 0 0000886 _ 

-9-798906 9-79 ~ ° 0W0W ' 

Die Gleichung 

x 1 + 0 9 x 3 - 5-66 x*- 9 7989 x 4-0 00008868 = 0 (g) 

hat eine Wurzel zwischen 0*000009 und 0*00001. Wir verkleinern um 
0000009: 

1 Q9 - 566 -97989 000008868 

_ ' bleiben " 8819 

0-00000049 

0-0000004^ - nn/ww , E 
^ 0 00000005. 

Die neue Gleichung 

x* + 0-9 x $ - 5 66 x 3 - 9 7989 x + 0 00000049 = 0 (h) 

hat eine Wurzel zwischen 0*00000005 und 0*00000006. 

Verfolgt man nun die Gleichungen (a) — (h), so sieht man, dass die 
Wurzeln der (a) um 1 grösser sind als die der (b), also um 1*2 grösser 
als die der (c), um 1*23 grösser als die der (d), um 1*237 grösser als 

die der.(e), , um 1*237729 grösser als die der (h). Hat also letztere 

wirklich eioe Wurzel zwischen 0*00000005 und 0*00000006, so hat die (a) 
eine solche zwischen 1*23772905 und 1*23772906. Wir haben also 
nur noch die Eontrole hinsichtlich (h) zu führen , um unserer Sache sicher 
zu sein. 

1 0-9 - 5*66 - 9*7989 0*00000049 

0-00000006) — 58 

1 09 -5-66 -97989 - 

1 09 -5-66 -97989 0 00000049 

000000005) - 489945 



Demnach heisst die Wurzel unserer Gleichung , die zwischen 1 und 2 
liegt, auf 8 Dezimalen genau: 1*23772905. 

IV. Zur Uebung wollen wir auch die Wurzel zwischen 3 und 4 be- 
stimmen: 
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1 


-4 


0 


1 4 


• 


4) 


4 


0 


0 4 


• 


1 


0 


0 


1 4- 


Ata Wurvsl 7w!cnKnn 4. nnA (S. Ki\ 

die Wurzel zwiscncn t unu o \y. ikjj 




-4 


0 


1 4 




3) 


3 


-3 


9 -24 


- 


1 


-1 


-3 


8 -20 


■ 




o 
3 


o 
D 


y 




1 


2 
3 


3 
15 


i 


* 


1 


5 


18 








3 


20 

— ist zu hoch. 


Wir versuchen 0*9 und 0*8 : 


1 


8 




1 


8 


18 


l 


-20 


09) 


0-9 


8-01 


23-4 


219 


1 


89 


260 


24-4 


+ 

liegt zwischen 0 9 und 0 8. 


1 


8 


18 


1 


-20 


08) 


0-8 


704 


20032 


168256 




88 


" 25 04 


21 032 


- 3 1744 




8 


7 68 


26" 176 






96 


3272 


47208 






8 


832 







0 06) 



0 003) 



10-4 
8 



4104 



112 



3174 
4720 



= 006, Wurzel: 386. 



1 112 


4104 


47 208 


-31744 


06 


6756 


2502936 


298265616 


1 11*26 


417156 


49710936 


-0 19174384 


6 


6792 


2543688 




1 1132 


423948 


52254624 




6 


6828 


« 




1 11-38 


430776 






6 




0-1917 „ Mn 


Wurzel: 3 863. 


1 11-44 




"SST = 0003 ' 



11-44 
003 



43-0776 
34329 



52254624 
129335787 



-01 9174384 
1571518794 



11443 
3 



43111929 
34338 



11-446 
3 



43 146267 
34347 



52-383959787 
129438801 
52-513398588 



-0-0345919606 



11449 

3 



43 180614 



11452 



0 0345 
525 



= 00006, Wurzel: 3 8636. 
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0-0006) 



11452 



431806 


52-51339859 


-0-0345919606 


68 


2591244 


315235866 


43 1874 


52*53931103 


-0 0030683740 


68 


2591652 




43 1942 


5256522755 




68 






43 2010 







0-003068 
525 



= 0 00005, Wurzel: 386365. 



0 00005) 



. 0 000008) 



11-4 43-201 52-565227 -0 0030683740 

2160 - 26283693 



52-567387 
2160 
52569547 



-0 00044Ü0047 



0000440 



52-5 
11-4 432 



= 0*000008, Wurzel: 3-863G58. 



52-669547 - 0*0004400047 

346 4206591 

52569893 -00000194456 
346 



0^)0001944 

525 



= 0 



IXIIIIIII 



5VT570239 
3, Wurzel: 3 '8636583. 



Letzte Kontrole 
1 11 



0 0000003) 



43. 



52570 



-0 0000194456 
157710 



0-0OOOO04) 



11 



43 



52-570 



-0*0000194456 
210280 



Die gesuchte Wurzel ist also 3 8636583 (d. h. liegt zwischen 3*8636583 
und 3-8636584). 

Weiteres Beispiel. 

V. Die Gleichung 

x s - 173 x* -+- 2356 x 1 - 10468 xi - 14101 x - 4183 = 0 

hat eine reelle Wurzel zwischen 100 und 200 (Young, S. 268). Um sie ge- 
nauer zu bestimmen, bilden wir zunächst die Gleichung, deren Wurzeln um 
100 kleiner sind. 
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100) 



1 —173 


-f- 235G 


— 10468 


— 14101 


-4183 


• 


— 7300 


— 494400 


— 50486800 


— 50o 0090100 


1 — 73 


— 4944 


- - o04S()8 


— 50500901 


-5050094283 


1 100 


2700 


— 224400 


— 72926800 




1 27 


- 2244 


- 729268 


- 123427701 




100 


12700 


1045600 






1 127 


10456 


316332 






100 


22700 








1 227 


33156 









. Jetz 
und finden 



In 

und finden 
kleinern. 



100 



327. 

untersuchen wir, wie die Wurzel der neueu Gleichung liegt (§. 15), 
sie zwischen 60 und 50, worauf wir um 50 verkleinern. 



60) 


327 
60 


33156 
23220 


316332 
3382560 


-123427701 
221933520 


-5050094283 
5910349140 




387 


56376 


3698892 


98505819 




50) 


327 
50 


33156 
18850 


316332 
2600300 


-123427701 
1458311600 


-5050094283 
1120194950 




377 
50 


52006 
21350 


2916632 
3667800 


22403899 
329221600 


-3929899333 




427 
50 


73356 
23850 


6584432 
4860300 


351625499 






477 
50 


97206 
26350 


11444732 








527 
50 
577. 


123556 









er neuen Gleichung setzen wir nun für x die Werthe 1 , . . , 9 
, dass die Wurzel zwischen 9 und 8 liegt, worauf wir um 8 ver- 





577 


123556 


11444732 


351625499 


9) 


9 


5274 


1159470 


1134 




586 


128830 


12604202 


4640 




577 


123556 


1144732 


351625499 


8) 


8 


4680 


1025888 


99764960 




685 


128236 


12470620 


451390459 




8 


4744 


1063840 


108275680 




593 


132980 


13534460 


559666139 




8 


4808 


1102304 






601 


137788 


14636764 






8 


4872 








609 


142660 


* 





-3929899333 
41760 



3929899333 
3611123672 



- 318775661 



8 



617 



318775661 
559666139 



= 0 5, Wurzel 158*5. 
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Wahrscheinlich liegt also jetzt die Würzet zwischen 0'6 und 0*5, was 
wir zuerst untersuchen nnd dann gleich um 0*5 verkleinern. 



0-6) 



0'5) 



1 


617 


142660 


14636704 


559666139 


— 318(75661 








85596 


8833416 


340 








14722360 


668499555 


■+■ . 


1 


617 


142660 


14636764 


559666139 


-318775661 




0-5 


30875 


71484 


7354124 


283510131 


1 


617 


142669 


14708248 


567020263 


- 35265529 






308 


71638 


7389943 








143277 


14779886 


574410200 








3087 


71793 


* 








143586 


14851679 







0 0002) 



0-00009) 



308 

143894 



35265529 
574410206 



= 006, Wurzel: 158 56. 



1 

006) 


617 


143894 
37 


14851679 
8636 


574410206 
891619 


-35265529 
34518109 






143931 
37 


14860315 
8638 


575301825 
892137 


- 747420 






143968 
37 


14868953 
8640 


576193962 








144005 
37 
144042 


14877593 


7474 
5761939 = °" 001 ' 


Wurzel: 158561. 


1 

0001) 


617 


140000 


14877000 
140 


576193900 
14877 


-747420 
5762087 








14877000 


576208780 
14877 


-171211 










57G223657 





1712 



5762236 



= 00002, Wurzel: 1585612. 



1 600 10Ö000 14880000 



576223600 
29 



-171211 
-115245 



576226500 
559 
5762265 



- 55966 
= 0-00009, Wurzel: 158 56129. 



600 100000 14900000 



576226000 
1 



-55966 
51860 



4106 



600 



576227000 
15000000 57 

73 



576220000 



Di •!)£•?, böaere Gleichungen. 



576227000 - 4106 

= 0 000007. Wurzel: 158*561297, 

5220000 -4106 
4033 
- 73 

= 00000001, Wurzel: 158-5612971. 

4 
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Aas diesen Beispielen geht die Behandlang wohl deutlich genag 
hervor. (Vergleiche auch die Bemerkungen im Vorwort) 

§.17. 

Fall mehrerer nahem gleicher Wurzeln. 

I. Wir haben in §. 16, II den Fall vorläufig ausgeschlossen, daimehrere 
Wurzeln einer Gleichung nahezu derselben Zahl a gleich sind, also etwa bis 
auf eine Anzahl Dezimalen übereinstimmen. 

Sind m Wurzeln nahezu gleich a, so werden die Grössen 

«(a), «'(«). .... *<a) 
klein ausfallen, während dies für tf"(a) nicht mehr der Fall ist, vorausge- 
setzt, dass nur m Wurzeln nahe gleich a sind. 

* Nach §. 2 sind also auch die Grössen 

A| , Aj , An 

klein, während A.+, nicht gerade in dieser Lage ist. 

Ob aber Wurzeln in der hier geschilderten Lage sind oder nicht , ist 
durch den Sturraschen Satz bereits entschieden und man könnte durch fort- 
gesetzte Anwendung desselben diese Wurzeln allerdings trennen, wie aus 
dem Beispiele in §. 15, II deutlich hervorgeht Oft will man aber dieses 
immerhin umständliche Verfahren nicht anwenden und es sollen desshalb 
andere Mittel aufgesucht werden, die fraglichen Wurzeln abzutrennen. 

II. Das nächst liegende scheint das der Vervielfachung der Wurzeln 
zu sein. Bildet man aus einer Gleichung eine andere, deren Wurzeln etwa 
das lOOfache der Wurzeln der vorgelegten sind, so werden die nahe gleichen 
Wurzeln jetzt weiter aus einander treten. Es ist aber leicht, diese Gleichung 
zu bilden , indem man , um eine Gleichung zu erhalten , deren Wurzeln das 
k fache derjenigen der vorgelegten Gleichung sind, in letzterer nur 

z 

zu setzen hat 

Dieses Verfahren führt jedoch keine Abkürzung der Rechnung herbei, 
ist also für unsere Zwecke nicht wesentlich in Anschlag zu bringen. Dabei 
bemerken wir, dass es genügt, positive Wurzeln bestimmen zu können, wie 
sich aus §. 12, II ergibt (Man setzt x = — z.) 

Allgemeines Verfahren. 

HI. Angenommen m Wurzeln einer Gleichung seien nahezu gleich a 
(wobei wir a als eine positive ganze Zahl uns denken , also m Wurzeln 
zwischen a und a + 1 annehmen; doch ist diese Einschränkung keineswegs 
nöthig, und es kann a eben so wohl ein Dezimalbruch u. s. w. sein); doch 
seien nur m (positive) Wurzeln in dieser Lage. (Für negative Wurzeln s. 

§.i2,n.) 
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Fall mehrerer nahezu gleicher Wurzeln. 51 

Vor Allem bilden vif nun aas der vorgelegten Gleichung eine andere, 
deren Wurzeln um a kleiner sind, als die der erstem, so dass die neue 
Gleichung ebenfalls m nahezu gleiche, aber kleine Wurzeln hat. Diese neue 
Gleichung sei 

a»x n 4-a„-,x n -«4- + a 1 x + a 0 =o. (a) 

Stimmen die m Wurzeln der Gleichung (a) bis auf eine gewisse (Dezi- 
mal-) Stelle überein , so können wir eine Zahl a uns denken , welche diese 
gemeinschaftlichen Stellen alle enthält, so dass also die m Wurzeln als a 
nahe gleich anzusehen sind, d. h. dass die ersten Stellen aller mit den ersten 
Stellen von a abereinstimmen. 

Da hiernach die (a) m nahezu gleiche Wurzeln enthält, so werden auch 
näherungsweise die Gleichungen (16) des §. 6 (wenn a statt a gesetzt wird) 
für diese Wurzeln gelten. Man hat also (nahezu) 

a„ x» -f- a,_! x»-' 4- 4~ a, x 4- a„ = 0 , 

n a„ x—' -f- (n - 1) a_i x— « H- + a, =0, 

!• ><l) 

1 

m 
W 

n(n-l)..(n-m+2)a.x"-» +l + 4-(m-l) (m-2).... la m _, = 0 / 

für den Werth x = a. Da a 0 , a, , . . . , a«.! klein sind, * a B aber nicht in 
dieser Lage ist, so werden die Gleichungen (b) näherungsweise heissen : 

a m x - 4- am-i-x"- 1 4- 4- a 1 x 4- a 0 = 0, 

m a» x m -» 4- (m- 1) a«-, x«— 2 4- 4- a t =0, 

m(m-l)a»x— , +(m-l)(m-2)x»-»4- 4- 2.1a, =0, l 

• [ 

* I 

m(ra - 1) 2 a« x 4- (m — 1) (m - 2) la»-i=0, 

welche alle x näherungsweise (gleich a) geben werden.** 

* Diese Behauptung setzt Toraus, dass 0 nahezu m fache Wurzel sei, d. b. also dass 
die Zahl a io beschaffen sei , dass man aussprechen dürfe , es seien m Wurzeln der (a) klein. 

Bei der Wichtigkeit dieser Aussage mag es geeignet erscheinen , dieselbe hier noch- 
mals zu prüfen. Hat die (a) die m kleinen Wurzeln 

a i t a t ♦ ♦ a « » 

so ist die erste Seite derselben (§. 2) 

(x-oJ(x-a t ) (x-a»)X=«(x), 

wo X keinen der Faktoren 

X — Bjt , X — Gm 

enthalt. Daraus folgt sofort, dass 

©' (x\= (x - o,) . . . (x - o„)X 4- . . . 4- (x - «,) . . . (x - a.-i)X + (x-a,) .. . (x - o»)X', 
d: h. aus einer Summe von Gliedern besteht, von denen die meisten nur m - 1 der Faktoren 

x-o. 

4* 
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Zar Bestimmung von x dient nun entschieden die letzte Gleichung (30), 
die liefert 

x=_— . (81) 

ma m 

Hieraus also, und nicht aus (29') in §. 16, ist die nächste (gemeinschaftliche) 
Stelle der m Wurzeln zu ziehen. 

JV. Da aber immerhin die (30) zugleich bestehen , wollen wir aus der 
Verbindung derselben ebenfalls einen Werth von x ziehen. Zu dem Ende 
multipliziren wir die zweite derselben mit 

m-l x 
m 1 * 

die dritte mit 

m-2 x 1 
m 1.2' 

die vierte mit 

m-3 x 3 
m 1.2.3* 

die letzte mit 

± 1 , 

m 1 . 2. . ..m — 1 

und addiren alle. Dadurch ergibt sich 



Hieraus ergibt sieh dann, dass aus einer solchen Summe besteht, in deT 

Hieder nur m — 2 jener Faktoren enthalten , die übrigen Glieder aber mehrere 
derselben, u. s. w., dass © m ~' (x) Glieder enthalten wird, die nur einen jener Faktoren ent- 
halten, wahrend die übrigen Glieder mehrere derselben beibehalten haben; dass also $"(x) 
jedenfalls ein Glied enthalt, das gar keinen der fraglichen Faktoren in sich schliesst. 

Setzt man nun x = 0, so werden jene Faktoren an 

— «i i — a »» 

sind also sehr klein, woraus sofort folgt, dass 

*(0),*'(0) »-'(O) 

klein sind, d. h. auch 

a o » a t » • *»— • • 

setzt man z = a , wo a noch naher an 

«1 , t a m 

liegt, als selbst 0, so sind die fraglichen Faktoren : 

0 — 04, . , a — Oha, 

■ 

also noch kleiner als so eben, und es ist desshalb noch genauer 

0(a), <ß'(a), ©—'(«*) 

sehr klein, d. h. naherungsweise = 0. Dies ist in den (b) ausgesprochen, und die (30) er- 
geben sich dann daraus, wenn man für x wieder die (kleine) Zahl a denkt. 
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, T-n m-1 ( m -l)(m-2) ( m -l)(m-2)(m-3) 
" 1 1 1.2 1.2.3 - J 



- 1 fm m-1 (m-1) (m-2) (m-l)(m-2)(m-3) 

- [m — («» - D + (m -2) j-^ -K . .±1] 



a»-H m - E r "-2, ( m -2)(tn-3) (m-2) (m -3) (m-4) , 
n, -[m —(m-l)+ — (m-2) + 

(m-2)....l 
+ l-2...(m-2)^ J 



■^r [m _!!i^%- 1)+ (--'>fa-'-^ ^ 

x (m — r) . . . . , 1 _., 
+ -1.2 (m-r) rJ 



+ a» =0. (c) 

Das erste Glied in dieser Gleichung wird, weil 

zu Null, wenn m>l, was wir hier voraussetzen. Die Koeffizienten der 
übrigen haben die Form 

m m - T ( m i\ i (n»-r)(m - r-l) , (m - r) ■ . . 1 

m r (»-D+ 12 < D, - 2 >--" ± 1.2...(m-r) r ' (32) 

. 4 

wo nach einander 

r — 1 , 2 . , (m — 1), 

so dass der Koeffizient des vorletzten gleich 

m — 1 

m — , 

d. h. dass dasselbe 

^lm-(m_l)] = ^ 



m 



ist Wir wollen nun beweisen , dass so lange r < m — 1 , nothwendig die 
Grösse (32) Null ist. Dazu ist nur zu beachten, dass 

. (m — r)...l 0 . 
-1.2...(m-r) J 

1 1.2 1.2...(m — r) 

woraus sofort hervorgeht, dass (32) der Differentialquotient von 

x T (x - l) ra - r 

für x = 1 ist Dieser Differentialquotient ist aber 
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rx'-'(x - l)»-' + (m - r)x'(x - 1)»-*-»; 

ist m > r -h 1 , so ist derselbe für x = 1 offenbar 0; ist aber m = r -M , so 
ist er m — r, d. h. 1 für x = 1. Wäre m < r -4- 1 , so würde er oo ausfallen 
für x = 1. Offenbar setzen wir m — r als positive ganze Zahl voraus. 

Daraus also folgt, dass die Grösse (32), so lange m>r+ 1, d. h. 
r < m — 1 , mithin fiir r = 1 , 2, . . . , m — 2 Null ist; dass sie aber 1 ist 
für m = r 4- 1 , oder r = m — 1. Mithin heisst die (e) : 

^-r-a^O, x=-5l?2. (33) 

Diese Formel, aus der Verbindung aller Gleichungen (30) entstanden, 
muss x ebenfalls näherungsweise geben, also dieselben (anfanglichen) 
Stellen liefern wie die (31).* 



• Dieser £atz, den wir aas (30) zogen, lässt sich übrigens auch aus dem in der Note 
zu §. 17, III Angegebenen schliessen. 
Sind 

klein (nahe an 0), so sind, wie dort gezeigt, 

*<0), «'(0), ,«-'(0) 

sämmtlieh klein. Bildet man die»e Grössen , behält jede, mal nur da« grösste Glied bei und 
setzt näherungsweise 

• otj = o j = ..... = cc m — a , 
wo a klein, so ergibt sich ungefälir: 



©' (0) = m (— ct) m_1 A , 



Tffcn 



©'(0) = m (m — 1) ( - a) m -» A 

«—»(0) = m (m - 1) . . . 2(- a) A , 
e-(0> = m(m-l)...A, 
wo A = dem Werth o von X für x = 0. 

Daraus folgt 

<&' (0) <5 m - 1 (Ö) = m*(m - 1) . . . 2 (- a)- A», 
©(0)«&»(0) =m(m - 1). . . l(-aFk\ 

so dass 

©'(O)«-'(0) = m«(O)e»(0), 
was freilich nur nähemngsweise gilt, desto genauer jedoch, je kleiner «, , ...,«« sind. 
Aber es ist 

«(0) =ao. 
«'(0) =«4, 

©—'(0)=(m-l)...la m -i, 
e m (0) =m...la m , 

so dass 

(m - 1) 1 a,^ & m -i = m 1 . m a 0 a m , 

_ i« am-i _ ma, 

a, im- 1 — rn a 0 a ra ( — , 

ma» i\ 

d. h. also (31) und (33) geben ungefähr gleiche Werthe. 
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Fall mehrerer nahezu gleicher Wurzeln. 5 5 

V. So wie vir aus den (30) die (33) zogen , können wir eine ganze 
Reihe von Werthen noch weiter daraus ziehen. 

Lassen wir nämlich die erste der (30) weg, so haben die übrigen wieder 
die Form der (30), d. h. sind alle durch auf einander folgende Differenzirungen 
entstanden. Man wird nur m — 1 an die Stelle von m zu setzen haben, und 
statt der 

a»_ t , a ra _2 &q, 
die so aus der ersten entstehen wurden : 

na., (m — l)a ra _t , 2a,, a,. 

Demnach folgt aus den (30) auch 

(m — 1) a t 
X ~ 2a^ * 

Lässt man die zwei ersten in (30) weg, so erhält man abermals ein 
System ähnlicher Art, das aus (30) hervorgeht, wenn man statt m setzt 
m — 2 und dann statt 

a m _2 , am— i , . . . , 8q : m (m — 1) a m , (m — 1) (m — 2) am— l • »••» 3.2a,, 2.1a, , 
so dass auch 

(m — 2). 2.1a> (m — 2) a, 
X ~~ 3.2a, 3a, . * 

So erhält man, wenn man die drei ersten Gleichungen in (30) weglässt: 

(m- 3)3.2. la, (m-3)a 3 

* nr~ 

u. s. w. 

Demnach geben 

ma 0 (m — 1) a, _ (m — 2) a, (m — 3) a, 

■» * 2a, ' 3a, ' 4a 4 ' ■"" * 



(34) 

m am 

nahezu denselben Werth, der als Wurzel der Gleichung erklärt werden kann. 
Nicht bloss stimmen also (31), (33) in den betreffenden (Anfangs-) Ziffern 
zusammen, sondern alle Ausdrücke (34), von denen (31) und (33) nur der 



Eben so ist 

« (o) (o) = m(m- l)...(m-r) (- «)*—<'•♦••> A*, 
©'(o)«'(o) =mi D (m-l)...(m-r+l)(-«) ! -<' + »A , 1 

also 

(m - r) ©' (0) ©' (0) = m © (0) (0). 

Daraus 

(m -r)r 1 a, a, = m (r -f- 1) la^-M, 

ma 0 (m — r) a T 
a t (r-r-l)ar+i * 
was für r= 1, 2 , m - 1 auf das System (34) führt. 
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erste and letzte sind, werden dieselben Anfangsziffern geben, so lange die 
Wurzeln, welche nahezu gleich waren, nicht getrennt sind. 

VI. Stimmen die Grössen (34) nicht mehr zusammen , so ist dies ein 
Zeichen, dass die Wurzeln als getrennt anzusehen sind; ob dem wirklich so 
sei, lässt sich durch die Regel des §. 10, 1 leicht entscheiden. 

Es kann sich dabei ereignen , dass die Wurzeln bei dieser Trennung in 
zwei Gruppen zerfallen, wovon die eine noch weitere Dezimalstellen gemein« 
schaftlich hat, die andere dessgleichen, mit dem Unterschiede naturlich, dass 
die gemeinschaftlichen Stellen der einen Gruppe verschieden sind von denen 
der andern. Diese beiden Gruppen sind dann jede für sich nach obigen 
Grundsätzen zu behandeln, und es wird sich aus demWerthe von m, der für 
jede Gruppe gilt [d. h. dem Werthe, der die (34) gleiche nächste Ziffern 
liefern lässt], im Allgemeinen auch entscheiden lassen, wie viele der 
Wurzeln zu der einzelnen Gruppe gehören. Ist eine Wurzel völlig gesondert, 
so tritt für sie natürlich das Verfahren des §. 16 ein. 

§.18. 
Beispiel. 

Die Gleichung 

333 - l744x*4- 1648 x 1 4-333 x' 4-920 x - 1648 = 0 
hat zwei Wurzeln zwischen 1 und 2 . (m = 2). 

Wir verkleinern zuerst um 1. 
333 

1) 



-1744 


4-1648 


4- 333 


4- 920 


-1648 


333 


-1411 


237 


670 


1490 


-1411 


237 


570 


1490 


- 168 


333 


-1078 


- 841 


- 271 


• 


-1078 


- 841 


- 271 


1219 




333 


- 745 


-1686 






- 745 


-1586 


-1857 







333 - 412 



-412 -1998 

333 !i£_316_ aj__1219_ 

- 79 ~~ a, -^-"^ ~2a,-3714- U<fi ' 



333 

02) 



-79 


-1998 


-1857 


1219 


-158 


666 


2.48 


- 400-096 


-451-4192 


15351616 


-124 


-2000-48 


-2257-096 


4-767-6808 


- 4-48384 


66-6 


1084 


- 397 928 


-531-0048 




54*2 


-198964 


-2656024 


2366760 




666 


24.16 


- 393-096 






120-8 


-196548 


-304812 




- 


666 


37-48 








187-4 


-1928 








666 
254 




8967 
-236.7 =°-° 3 


' "2 a, 


236'5 

MW*- 0 » 
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0 03) 



2540 
9*99 



333 



0007) 



0-0002) 



00003) 



00007) 



00008) 



-1928 00 
79197 



3048 120 
- 57-602409 



236-5760 
-93-17167227 



-4*48384 
4-302129832 



26399 
9-99 



- 1920*0803 
8*2194 



-3105 722409 
- 67-355827 



27398 
999 



19118609 
8*5191 



3163-078236 
- 67*100254 



143-40432773 
-94-89234708 
48*61198065 



-0181710168 



28397 
9-99 



-1903 3418 
8*8188 



3220 178490 



29396 
9-99 
303-95 



303-95 
2331 



-1894*5230 
_2ao 

-1894*5230 
2*1439 



0-36342 
48512 



= 0 007, - 



48-512 



2» t ~ 6440 



= 0-007. 



-322017849 
- 13 24665 



48-5119806 
-22-6339760 



-0-181710168 
- 181146032 



306 281 
233 

308-61 
2*33 



18923791 -3233 42514 25 8780046 
2 1603 - 13-23153 -22*7265967 



-0*000564136 



1890-2188 
2-1765 



31094 
2*33 



1888-0423 
2-1929 



■ 3246-65667 
- 1321629 
-325987296 



3 : 15 14079 



313*27 
2*33 
31560 

315 



■ 1886*8494 

2a 0 



00011 28 n a» _ 

; _ r==0 0003, -— - 



3151 

6519 



= 0*0004. 



-1885 



31514 


-0*00056413 


- 6518 


49992 


2-4996 




31514 


-000056413 


- 9777 


65211 


21737 




31514 


-000056413 


-2*2813 


60907 


08701 


-1- 



31614 

-2-6072 



-0 00056413 



05442 



Von jetzt an trennen sich die Wurzeln und es Hegt die eine zwischen 
0-0002 und 0*0003 , die andere zwischen 0 0007 und 0*0008. 



333 315 



-1885 



00002) 



-3269*873 31514079 
- 377 - 6520500 



-0 000564136 
499871 



-3260*250 2*4993579 -0000064265 
377 - 662t254 



-3260-627 
377 

-3261 004 



1 8472325 
000 00642 
1847 
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333 


315 


-1885 -8261 


18472 


_OTKW)64265 


000003) 






- 978 


52482 






i 


1-7494 


-0000011783 

» 






oooooi ir 

• - 0 000006. 






Wurzel 1237236. 






333 


315 


— 1885 — 325 ( ) '873 


3*1514079 


—0-000564136 






- 1319 


-2*2828344 


608001 




• 


-3261 192 


0*8685736 


C\ ' fW¥U ß ^ \ 
V UUUU-iOÖOD 






- 1-319 


-2-2837577 








-3282-511 


-1-4151842 




■ 




- 1319 


0 00004387 


= 0 00003. 


• 




-3263 830 


1415 






—3263 83 


-1-416184 


0000043866 


000003) 




— 5 


- 97916 


45 






-3263-88 


-1-513100 


_ 






0 00003 Ut *n hoch. 




i 

i 






— 32b3 83 


-1-415184 


0 000043865 


0*00002)' 




— 4 


— 65277 


- 29609 






— SZOO 07 


-1*480461 


0000014256 




* 


- 4 


- 65278 








—3263*91 


-1-545739 








- 4 
-3263-96 

-3263 


°^^ 28 - 0000009. 






-1-54574 


00Ü0U14Z5Ö 


0 000009) 


■ 


- 2937 


- 14175 








-1-57511 


0-000000081 








- 2937 










-1-60448 






4 


0-000000081 
1-6044 


= 00000000. 





Wurzel: 1*2377290. 



Vierter Abschnitt. 

Der Lehrsatz von Caachy zur Trennung der imaginären 

Wurzeln, 

- i • 

§. 19. 

Verlauf der Grösse T in U-h Vi = R (cos T 4- i nn T). 

I. Seien U, V zwei ganze, stetige Funktionen der zwei Unbekannten x 
und y, die auf irgend eine Weise erhalten worden sind; sei ferner 
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U + Vi = R(«wT-H«i»T), (1) 
wo R positiv genommen ist 

Denken wir uns weiter in einer Ebene ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system der x and y, so werden zwei beliebige Werthe von x and y immer 
als die Koordinaten eines bestimmten Punktes in dieser Ebene angesehen 
werden können. Zeichnen wir nun in dieser Ebene irgend eine geschlossene 
Kurve (die aas geraden oder krummen Linien zusammen gesetzt sein kann), 
und lassen einen beweglichen Punkt den Umfang dieser Kurve durchlaufen, 
indem er, von einem (willkürlichen) Anfangspunkte 'ausgehend, diesen Um- 
fang dergestalt durchläuft, dass seine Drehungsrichtung dieselbe sei, als wenn 
man die positive x Axe gegen die positive yAxe (in dem positiven Qua- 
dranten) dreht: so wollen wir in (1) den Grössen x und y blos diejenigen 
Werthe beigelegt denken, welche die Koordinaten der auf einander folgenden 
Lagen des beweglichen Punktes angeben. 

Dabei wollen wir T als eine stetige Funktion von x und y ansehen. 
Diese Annahme ist allerdings willkürlich, da man T um 

±2n* 

sich ändern lassen kann, wenn n ganz ist, ohne dass 

seinen Werth ändert Unsern folgenden Betrachtungen liegt nun aber 
wesentlich diese Auffassung von T als einer stetig sich ändernden Funktion 
zu Grunde, und namentlich wird diese Auffassung im Endresultate nochmals 
deutlich hervortreten. 

II. Aus I folgt 

v 

R cot T — ü , EiwT= V,^T = F , 

u 

also 

V 

T = arc(tff = ^)±nit t (2) 
wo n eine positive ganze Zahl ist. Dabei ist 

immer zwischen 
enthalten. 

Sei nun A der Punkt der geschlossenen Kurve, von dem aus der beweg- 
liche Punkt seinen Lauf beginnt; U t , V,, T 0 die Werthe von U, V, T in 
diesem Punkte; U, V, T die Werthe dieser Grössen in einem (beliebigen) 
Punkte M der Kurve; so ist nach (2) : 

To = «™<# = ^)±n 0 *, T = are(tff=~)±nn, (3) 

wo n 0 ebenfalls eine ganze Zahl. Aus (3) folgt * 
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v v 

T - T 0 = are(tg- -) - eure (lg = j^) + P*. ( 4 > 



wo p eine positive oder negative ganze Zahl ist, Null mit inbegriffen. 

Lassen wir nun den Bogen der durchlaufenen Kurve in einem bestimm- 
ten Punkte anfangen, sei s 0 der Bogen bis zu A; s bis zu M; so wird man 
U, V, T als Funktionen von s ansehen können , und zwar werden , unserer 
Annahme nach, diese Funktionen stetige sein. Ist nun s wenig verschieden 
von s A , so muss auch T wenig verschieden von T 0 sein, und eben so . 

v 



von 



U 0 

mithin kann in (4) die Grösse p nur 0 sein. Demnach hat man für ein 
kleines s — s 0 : 

T-T, = or«<*=^)-«r«(fc=^). (5) 

Wächst nun, bei fortdauernder Bewegung des die Kurve durchlaufen- 
den Punktes, s, so wird sich T, und eben so 

aro (tg — -) 

stetig ändern, so dass die (5) gelten wird, so lange die Stetigkeit von 

V 

arc(lg=:~) 

v 

besteht. Diese aber wird unterbrochen, wenn — durch oo geht und dabei 
sein Zeichen wechselt. 

V 

Geht nämlich dann — von — zu + , so springt 

v 

<*rc(tg=-) 

v 

von — 4 jr zu j n über; geht aber — von + zn so springt 

V 

are(tg = -) 

von 4- \n zu — 4 fr. Sobald man also an die erste Stelle gelangt, bei der 
V 

— durch oo geht und sein Zeichen wechselt, darf die (5) nicht mehr als zu 

Recht bestehend angesehen werden , während sie galt von A bis zu diesem 
Punkte, etwa B. (Ohne Zeichen Wechsel ist die Stetigkeit nicht unter- 
brochen.) 
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Von B an wird man zunächst nun zu (4) zurückkehren müssen, und 
man übersieht leicht, dass T sich nur dann, von A aus bis über B, stetig 
ändert, wenn man von B an setzt: 

V 

1) wenn von — oo zu H- oo übergeht, 

T - T 0 = are(tg = ~) - arc(t? = Jf) 

V 

2) wenn ^- von -f- o© zu — od übergeht, 

T -T 0 = are(tg = ~) - arc (tg = ^) + *. 

Man kann dies offenbar auch so ausdrücken: Sei s. der Werth von s, 
V 

für den — das erste Mal, von s = s 0 an, durch oo geht und sein 
wechselt, so ist 

von s = s 0 bis s = s t : 



T-T 0 = arc(tg = ^) - arc(tg = 

von s = 8. an: 

T-T 0 = arc(tg = ^)-are(tg = ^)±it t (6) 

V 

je nachdem, ob — von + QO zu — oo, oder von — oo zu + qO überspringt. 

- 

V 

III. Gesetzt nun im weitern Verlaufe der Bewegung gehe — für s = 8, 

zum zweiten Male durch oo und wechsle sein Zeichen, so wird (6) nur gelten 
von 8 = s t bis s = Sj . Dort macht 

abermals einen Sprung um n , und man wird der zweiten Seite in (6) für 
s > s, noch n zufügen müssen, wenn der Durchgang von + zu — geschah; 
dagegen n abziehen, wenn er von — zu 4- vor sich gieng. 

V 

Fährt man so fort, bis s = s' geworden ist, und ist dabei — mehrere 

Male durch cc gegangen nnd hat jeweils sein Zeichen gewechselt, und zwar 
geschah dieser Durchgang nmal von -{-zu — , und n'mal von — zu +1, 
so wird man von s = s' an (bis zum nächsten Durchgange) setzen müssen : 

T - T 0 = arcitg = \) - ore(tg = ^j) -Hn - nO*. CO 

Bezeichnen wir mit e die (ganze) Zahl, die angibt, wie viel mal mehr 
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-g-, indem es durch oo gieng und sein Zeichen wechselte, von — zn 4-, als 

von 4- zu — Übersprang, während s von s 0 bis s' gieng, so ist 

n — n' = - e, 

also (für ß « s') 

T - T 0 = arc (t 9 = ^) - arc (tg = ^ - e *. (7') 

IV. Lä6st man den beweglichen Punkt die ganze Kurve durchlaufen, 
und ist S t der ganze Umfang; sind U, , V 4 , T t die Werthe von U, V, T für 
s = S 4 ; hat e die oben angegebene Bedeutung für s = S 4 , so ist 

u t = u.. v 1= v 0 , 

also 

T t - T 0 = - e*. (8) 
V 

wo mithin e angibt, wie viel mal mehr—, indem es durch o© gieng und sein 

Zeichen wechselte, von — zu 4- als von 4- zu — übersprang, indem man 
für x und y blos die Werthe der Koordinaten der sämmtlichen auf einander 
folgenden Punkte der geschlossenen Kurven wählte. Dass dabei diese Kurve 
eine ganz beliebige sein kann, ist klar. 

V • U 

V. Betrachten wir die zwei Brüche — und so wird der zweite 

Null, wenn der erste unendlich ist, nnd umgekehrt. Bezeichnet man darum 

U V 

mit e' den Werth für — , den e für -g- so eben bedeutete, so wird e' an- 

V 

geben, wie viel mal mehr, indem — durch 0 gieng und sein Zeichen wech- 
selte, dieser Wechsel von — zu H- als von 4- zu — geschah. Demnach 

V 

gibt e 4- e' an, wie viel mal mehr die Grösse — , indem -sie ihr Zeichen 

wechselte, von — zu 4- als von 4- zu — übergieng. Legt man s den letz- 

* V V 

ten Werth S t (= dem Umfang) bei, so sind -==*-, yp- einander gleich, und 

V 

wenn also — sein Zeichen wechselte, von s = s 0 bis s = S, , so musste 

dieser Wechsel eben so viel mal von -f- zu — als von — zu 4- geschehen, 
so dass offenbar 

e-f-e' =0, e'= e 

ist (fürs = S 4 ). 

VI. Als Ergebnis» unserer Untersuchung haben wir also folgenden Satz: 

Sind U, V zwei ganze Funktionen von x und y, welche letztere Grössen 
als rechtwinklige Koordinaten der Punkte einer (ganz beliebig geformten) 
geschlossenen Kurve angesehen werden sollen; ist 
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ü + Vi = R(e«T + iimT) 

und wird T als stetige Funktion von x und y betrachtet; legt man ferner 
x und y die Werthe der Koordinaten aller auf einander folgenden Punkte der 
Kurve, von einem bestimmten Punkte A aus bis wieder zu ihm bei;* sind 
endlich T 0 und T 4 Anfangs- und Endwerth von T, so ist 

T, -T 0 = e«, (9) 

IT 

wo die ganze Zahl e anzeigt, wie viel mal mehr dabei der Bruch — , indem 

er durch o© gieng und sein Zeichen wechselte, von — zu -h als von 4- zu — 
übersprang. 

Erweiterung für den Fall , da ü + Vi ein Produkt ist 

VII. Der so eben ausgesprochene Satz gilt offenbar für alle stetigen 
Funktionen ü, V von x und y, wenn sie auch nicht ganze Funktionen sein 
sollten. 

Seien nun 

«.▼;«'»»'; 

eben solche Funktionen von x und y; 

r. t; r\ t', 

dasselbe für diese Funktionen , was R, T für ü, V, d. h. ist 

a + Ti = r(«wt + it«it), u' i = r' {cot t' + i «n t') , 

und ist endlich 

U + Vi = <u + *i)(u' 

SO ist 

T=rt + t' + 

also 

T t -To^t, -t 0 4-t 1 '-t 0 '4- 

wenn 

die Werthe von 

t. t' 

für den Ausgangspunkt A; 

t t . t,' 

für den Endpunkt (wieder A) sind. 

Bedeuten nun 

E , . e , e', ...... 

wie viel mal mehr die Brüche 

TJ n u' 

Y » ' » 

4 

* Wir haben oben vorausgesetzt, das« die Bewegung in einem bestimmten Drehungssiune 
vor sich gehe. Diese Annahme ist für jetzt nicht wesentlich , wird es aber in dem Haupt- 
resultate des §. 20. Bei dem Ausdrucke des Sattes durch (9) haben wir natürlich Nr. V 
beachtet 
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indem sie oc wurden und ihr Zeichen wechselten , von — zn als von -h 
zu — übergiengen, so folgt ans (9) sofort, dass 

E = e + e'+ (10) 

ein Satz, der in vielen Fällen die Berechnung von E erleichtern wird. 

§.20. 

Besondere Form der Grössen u, ?; u', ▼'; 

L Sei in §. 19, VII: 

n = x- o, ▼ = y — 0s u' = x — a', t' = y — (f ; ..... 

also 

ü4-Vi = [x-«-f-(y-Ä)i][x-a' + (y-/?0i]-...- <"> 
so werden sich e, e', ... leicht berechnen lassen. Es genügt offenbar die 
erste dieser Grössen zu bestimmen. 

Man hat 

n i — q 

und wenn 

x-a + (j- p)i-t(e<nt + irint)i eotgt; 

i 7 — P 

zugleich sind r, t die Polarkoordinaten eines Punktes der Kurve des §. 19, 
wenn der Pol in den Punkt verlegt wird, dessen rechtwinklige Koordinaten 
a, ß sind. Dabei ist t in dem Drehungssinne gerechnet, der in §. 19, I an- 
gegeben wurde. Wir nehmen also jetzt an, dass der Umfang der 
Kurve in jenem Sinne durchlaufen werde (Drehung der Axe der x 
gegen die der y im positiven, d. h.. ersten Quadranten). 

Die Grösse ^ geht durch oo , wenn cotg t durch <aO geht, was für t = 1 80 0 

und 360° (oder 0, wie man will) der Fall ist Ist nun die Bewegung derart, 
dass t beständig wächst, so wird der Durchgang durch 180° und 360° 
höchstens, einmal geschehen und dabei immer cotgt von — zu -f- über- 
springen. Aendert sich aber t so, dass Hin- und Herschwankungen vor- 
kommen (was bei sehr unregelmässigen Kurven stattfinden kann), so wird, 
wenn t rückkehrend durch 180° oder 360° geht, allerdings ein üebergang 
von •+• zu — vorkommen. Dabei ist aber leicht zu sehen, dass wenn t Über- 
haupt über 180° (oder 360°) hinaus kommen soll, immer ein mal mehr der 
Durchgang von — zu 4- als von H- zu — stattfinden wird. 

Dabei müssen wir drei Fälle unterscheiden. 

1) Der Punkt («, ß) liegt im Innern der geschlossenen Kurve. 

In diesem Falle muss t alle YVerthe von 0 bis 360° durchlaufen; also 
wird, wie auch immer t schwanken möge, im Ganzen ein Durchgang mehr 
durch 180° von — zu «+-, und eben so einer bei 360° von — zu -H 
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stattfinden als von + zu — . Demnach ist hier e = 2 [wie sich schon 

2n 

daraus schliessen lässt, dass t t — 1 0 =2*, also in (1) e = — = 2], 

7t 

2) Dei" Punkt (a, ß) liegt im Umfang der geschlossenen Kurve. 
Jetzt ist der Spielraum für t nur 180°, und es wird also e = 1 sein 

[t t = 7i 4- t 0 , also e = ^ L= - ? = 1]. 

Tt 

3) Der Punkt (a, ß) liegt ausserhalb der geschlossenen Kurve. 

In diesem Falle wird t entweder nie 180° oder nie 360°; oder wenn 
dies ein oder mehrere Male geschehen sollte , so muss es eben so oft direkt 
als rückläufig (von — Zu 4- als von 4- zu — ) geschehen. Demnach ist 

hiere = 0. (t t - = 0, e = tjJ ^ = 0.) 

II. Aus diesen Untersuchungen schliessen wir nun den wichtigen Satz : 
Liegen von den Punkten, deren rechtwinklige Koordinaten 

a, ß; a'. p; 

sind, ihrer m im Innern der geschlossenen Kurve (des §.19); ihrer m' im 
Umfange derselben, die übrigen ausserhalb deren, und ist 

ü4-Vi = [x-«4-(y-/?)i] [x-a'-Hy_/J')iJ , (11) 

so ist (§.19, VII): ' 

E = 2m + m'. (12) 

Dabei ist der Fall, da 

a = «', ß= ß\ 

wie sich aus §. 19, VII sofort ergibt, mit unter dem allgemeinen Ausdruck 
begriffen, so dass wenn der Faktor 

x - a 4- (y - ,'i).i 

in (11) pmal vorkommt, er als Inbegriff von p einfachen Faktoren anzu- 
sehen ist 

Sind also 

( a i. ßi)* ("ji fi t ) («n ß») 

die Punkte im Innern; 

(y, . fo. (yi. *s) 

die im Umfange , und ist 

U + Vi = [x -+-(y ~ [x - «, 4-(y - X 

[x - a P 4- (y - ß t ) fl-, f x - y, + (y - ö,) i]*, X Ol') 

[r-y,-+-(y 7 a I )il^.....[x-y, + (y-«,)i] b . 

so ist 

K = 2(8,4-8, -+- 4- a P ) 4- b, 4- b, 4- 4- b,. (12') 

Dieogror, höhere Gleichungen. 5 
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Anwendung auf eine algebraische Gleichung. 

III. Sei 

G(r) = 0 (13) 

eine algebraische Gleichung, in der also die Koeffizienten beliebig sind 
(§.]), uqd ist 

G(x + yi)=U-t- Vi, (130 

so werden 

in Folge von (11) die imaginären Wurzeln von (13) sein (die übrigens reell 
sind für ß = 0, ß' = 0 u. s. w.). 

Denken wir uns an die Stelle der geschlossenen Kurve ein Rechteck 
gesetzt, dessen Seiten den Koordinatenaxen parallel laufen, und sind die 
Koordinaten der Eckpunkte (wenn man das Rechteck in der oben bestimmten 
Richtung durchläuft) : 

*o. Jo-t *i. To? *i» 7i5 *o. Yi. 

wo 

*o<ii . yo<y t » 

so werden die Koordinaten der Punkte, die im Innern des Rechtecks liegen, 
Wurzeln andeuten, deren reeller Theil zwischen x 0 und x t , deren imaginärer 
aber zwischen y 0 i und y t i liegt. 

Durchläuft nun der bewegliche Punkt den Umfang des Recktecks , so 
wird, so lange er auf der ersten Seite bleibt, y = y 0 sein, während x von x 0 
bis x t geht; auf der zweiten Seite ist dann x = x t , während y von y 0 bisy t 
läuft; auf der dritten ist y = y t und x geht von x t bis x 0 ; auf der vierten 
Seite endlich ist x = x 0 und y geht von y t zu y 0 . 

Bezeichnet man also mit 

U 

E t das Mehr des Bruches — , wenn y = y 0 und x von x 0 bis x t geht ; 

Ej „ * n n » • n 1 = X l n y w n Yl 

Ej *» w n « n > n 7 = Yl n x » x l n x O ■ » 

E 4 „ „ „ „ n , » x = x 0 „ y „ y t „ y 0 » » 

so ist 

£ = E t -h E, 4- E 3 + E 4 . 
Dabei muss man darauf achten, dass mau nicht etwa in den Eckpunkten, 
welche für Ej , . . . , E Ä als Anfangspunkte dienen , einen Durchgang verliert 

(d. h. man wird zu beachten haben, ob beim Durchgang durch einen Eck- 

puDkt durch oo geht und sein Zeichen wechselt; ein solcher ist jedenfalls 
einzurechnen). 

IV. Fasst man alles Gesagte zusammen, so erhält man folgenden 

Lehrsatz von Cauchy. 

Um zu entscheiden, wie viele imaginäre Wurzeln (a+/Si) der Gleichung 
(13) so beschaffen sind, dass der reelle Theil derselben zwischen x 0 und x lt 
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der imaginäre zwischen y 0 und y 4 liegt (x t >x 0 , y t >y 0 ), vorausgesetzt, 
dass nicht a gleich x«, oder ^ sein könne uud dann ß zwischen y 0 und y t 
liege, oder dass nicht ß gleich y 0 oder y t sein könne , und dann a zwischen 
x 0 und x t liege,* setze man 

G(x + iy) = UH-.Vi 

U * 

und bestimme, wie viel mal mehr der Bruch —» indem er durch o© geht 

und sein Zeichen wechselt, von — zu + als von -f- zu — übergeht, 
und zwar 

1) wenn y = y 0 und x geht ron x 0 zu Xj , 

2 ) n x = x t „ y „ * y 0 n y t , 

3) „ y = y t „ x „ n x l „ x^, 

4) „ x = x 0 „ y B » y t » y 0 1 * 

so gibt die Hälfte dieser Zahl die gesuchte Zahl der imaginären Wurzeln an. 

Dazu ist zu bemerken , dass vielfache Wurzeln auch vielfach gerechnet 
sind, so wie dass man bei dem Durchgange durch die Eckpunkte genau 
darauf zu achten hat, dass man nicht einen Zeichenwechsel verliere. 

Liegt 0 zwischen y 0 und y t , so sind reelle Wurzeln (ß = 0) mit unter 
den imaginären begriffen. 

§.21. 

Bestimmung Ton E. 

I. Aus §. 20, IN ergibt sich, dass zur Bestimmung des dort so genann- 
ten „Mehr" bloss Funktionen einer veränderlichen (reellen) Grösse zu be- 
trachten sind, und wir wollen dasselbe für solche ermitteln. 

Sind y(x), ifj(x) zwei ganze Funktionen von x, deren Koeffizienten 
alle reell sind, so wollen wir die Zahl, welche angibt, wie viel mal mehr der 

Bruch indem er durch oo geht und sein Zeichen wechselt, von — 

zu -h als von 4- zu — springt (wenn x von x 0 bis x t geht) den Exzess 
des fraglichen Bruches (für diese Ausdehnung) heissen. 

Heisst derselbe E, so ist offenbar — E der Exzess für — S^W. ^ 

ferner E' der Exzess für so gibt (§.19, V) E -h E' an, wie viel mal 

mehr, indem sein Zeichen wechselt, der üebergang von — zu -f- als 
von 4- zu — stattfindet, wenn x von x 0 bis 3^ läuft. Ist nun 

* Ist a gleich x 0 oder x t und ß zwischen y 0 und y„ so liegt der betreffende Punkt im 
Umfange des Rechteckes; dasselbe gilt, wenn ß gleich y«, oder y t und zugleich x zwischen 
und x t ist. Dann würde nur die einfache Zahl und nicht die doppelte erscheinen. Ob dies 
aber stattfindet oder nicht, l&sst sich mittelst des Sturmschen Satzes entscheiden, da jetzt 
nur eine Grösse (x oder y) noch unbekannt ist. 

5* 
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so ist dieses Mehr offenbar 1 ; ist 

so ist es — 1 ; sind beide Brüche von gleichem Zeichen, so ist es 0. 
Setzt man also 

E+E' = e (14) 

so ist (§. 13) 

e = 0 , wenn q> (x 0 ) , ( z o) °i Q o Zeichenfolge ; 9 (x,) , rp (x t ) eine Zeichenfolge bilden ; 
e = 0 , „ „ , „ n Zeichenwechsel >• « * » Zeichenwechsel „ ; 
e = 1 ,»«,,» * * ;« » » Zeichenfolge „ ; 

e = - 1 , „ „ , „ „. Zeichenfolge ; „ „ „ Zeichenwechsel „ . 

II. Wir dürfen hiebei voraussetzen , dass (p (x) von niedererm Grade 
sei als (der Nenner) t^(x). Denn sei im andern Falle dnreh Division er- 
halten 

yd)_ Q , Vi (*) 

V(x)~ Vi " t "^(x)' 

wo Q eine ganze Funktion und <p t (x) von niedererm Grade ist als xfj(x) y so 

fx) (xl 

wird Q nie oo; also werden ^77-^ und y * ; gleich viel mal unendlich und 

wechseln ihr Zeichen, so. dass der Exzess für diese beiden Grossen der- 
selbe ist. 

III. Sei also q> (x) von niedererm Grade als xp (x) , ond man dividire 
mit <p(x) in i/>(x), bis man auf einen Rest von niedererm Grade als <p (x) 
kommt, welcher, nachdem man sein Zeichen umgekehrt hat (§. 13) (p t (x) 
heisse. Dann ist 

9>(x)~ Hi <p(x)* 

Ist E' der Exzess fur^, E für besteht also die (14) für 

diese Grössen; ist weiter E t der Exzess von 9i f*} 9 so ist — E t der von 
- und also (II) 

E' = — E, ; 

mithin hat man 

E-E t = e, (15) 

wo e aus I bekannt ist. 

Thats&chliche Bestimmung des Exzesses. 

IV. Auf die Funktionen y(x), t/>(x) wenden wir das Verfahren des 
§. 13 an, d. h. wir behandeln dieselben genau so, als wenn wir den grössten 
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gemeinschaftlichen Theiler derselben suchen wollten, wobei wir nur Sorge 
tragen, jeweils das Zeichen des Restes umzukehren. So erhalten wir die 
folgende Reihe von Gleichungen: 

«K*) _ q _ 9>t(*) 



<p (x) q> (x) 



r t (i) ^ M«) * 



(16) 



ffr-2(* ) _ q _ »f (') 
9>r-l(x) ' *>r-l(x)' 

<Pr-.(l) - 

— — Qr+1 , 

»r(x) 

wo t/; (x) , y (x), y 4 (x) , , y r (x) in Bezug auf ihren Grad fallend sind, 

und y r (x) in y,_i(x) aufgeht. Ist eine blosse Zahl, so haben <p (x), 
V>(x) keinen gemeinschaftlichen Theiler; enthält aber noch x, so ist 
g> r (x) der grösste gemeinschaftliche Theiler (§. 7). 

- 

Seien nun E, E t , E 2 , . . . , E r , E/ die Exzesse der Brüche 

1>(x) y, (x) y, (x) y, (x) »r-i (x) , 

*(x)' TW' Mx)"""*-^)' *W ' (,7> 

e, e t , e r Grössen der Art der Grösse e in I, sich beziehend auf die 
Bräche (17) mit Ausschluss des letzten, so ist nach (15) und (14): 

E — E t — e , E t — Ei = e t , Ex-i — E r = e t -i , E r 4- E/ = e f . 

Da aber y,(x) in y r _, (x) aufgeht, so wird nie unendlich, also 

E r ' = 0; zählt man mithin die vorigen Gleichungen zusammen, so 
hat man : 

E = e 4- e t 4- e, 4- . . . 4- e r , (18) 
wo e, e, e r sich also auf die Brüche 

*(x) Vl (x) *,(x) 

*w „<*>• ^« (17 ° 

beziehen (§.21, I). 

V. Setzen wir in der Reihe der Grössen tp (x), <p (x), <p , (x) , . . . , <p r (x) 
für x die Werthe x 0 , x t , so erhalten wir die Reihen : 

Vfo), *»(X 0 ), M*o). 9r(Xo), (I) 

* (*t) . *> (»i) . * 00 (x t ) , (n) 

Nun ist allgemein (I), wobei für n = 0, <p n _, (x) = xp (x) wäre und 
<p..(x) = (jp(x), e n = e: 
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e»=0, wenn e B -t(xo), *d(xo) e. Zeichenfolge; »u-tfo). *>o(*i) e. Zeichenfolge bilden; 
en=0, „ „ * « Zeichenwechsel; w „ „ Zeichenwechsel „ ; 

e»=l, „ •„ „ „ „ h » »i Zeichenfolge „ ; 

e B = — 1, n B n » Zeichenfolge „ » « Zeichenwechsel „ . 

Bedeutet mithin W die Anzahl von .Zeichenwechseln der Reihe (I), die 
beim Uebergange von ihr zur Reihe (II) sich in Zeichenfolgen; umgekehrt F 
die Zahl der Zeichenfolgen, die sich bei diesem Uebergange in Zeichen Wechsel 
verwandeln, so ist hiernach offenbar 

e -+■ e t . . . e r = E = W — F. 

Der Unterschied W — F gibt aber an, wie viele Zeichenwechsel die 
Reihe (I) mehr habe als die (II); zählt man also die Anzahl der Zeichen- 
wechsel w t in (I), eben so die w, in (II), so ist endlich 

E = w t - w,. (19) 
Dabei ist zu beachten, dass E auch negativ werden kann. 

Ist ein Glied der Reihen (I) oder (II) Null, so kann man dasselbe weg- 
lassen, was wie in §. 13, IV erwiesen wird, da die Sätze in §. 13, II auch 
hier gelten. Nur darf das erste nicht Null sein, was darauf hinauskommt, 

dass rieht fifr x = x 0 oder x = x t unendlich 6ein soll. (Eckpunkte 

in §. 20, m.) 

Natürlich bezieht sich alles Gesagte auf x 0 und x t als Gränzen von x, 
und zwar in dem Sinn, dass x von x 0 zu X| geht, wobei übrigens x t — x 0 
positiv oder negativ sein kann. 

VI. DerSturmsche Satz selbst ist eine einfache Folgerung dieser Sätze, 
wenn man nur «p (x) = ^ x setzt und dann die Beziehungen in §. 14, III 

beachtet, wornaeh, wenn x wächst ; : so viel mal von — QO zu -t- Q© 

tff(x) 

geht, als verschiedene reelle Wurzeln der Gleichung if> (x) = 0 zwischen x 0 
und x 4 (x t >x 0 ) liegen. (Siehe §.25.) 

§• 22. 
Beispiele. 

Ehe wir zu Beispielen übergehen, bemerken wir, dass der Satz des 
§. 20, IV keineswegs voraussetzt, es seien die Koeffizienten der Gleichung 
(13) reell, so dass derselbe sehr allgemeiner Natur ist. Findet man die 

U V 
dort vorgeschriebene Untersuchung von unbequem, so kann man -^j 

behandeln, was nach §. 19, V ebenfalls hinreicht. 
I. Sei die Gleichung 

= 0 

vorgelegt, und man fragt wie viele Wurzeln derselben von der Form x-hyi 
so liegen, dass x zwischen 0 und 1, y zwischen 0 und 1 Fei. 
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Fürz = x + iy ist 

z*4- 1 = x 4 - 6xV + y*+ l+4(x 3 y - xy 3 )i, 

also 

ü = x*-6x , y* + y'H-l, V = 4(x a y - xy a ), 

wo man in V den Faktor 4 füglich weglassen kann. Wir untersuchen dabei 
V 

u 



, welche Grösse in den Eckpunkten des Rechtecks (§.20, III), d. h. für 

x = 0, y = 0;x=l,y = 0;x=l,y = l;x = 0, y=l 
nicht oo ist. 



V 

1) Erste Seite. y = 0, also U = x 4 -M, V;=0, — = 0, wenn x von 0 
bis 1 geht. Hier ist also E t ' = 0. 

2) Zweite Seite. x = 1, also U=2 — 6y J + y\ V = y — y', und y geht 



von 0 bis 1 . 

*(y) =y*-6y 1 + 2, 
<p(y) = - y a -»-y. 
Vi(y) = 5y l — 2, 

9» 2 (y)= - y, 

n(y) = + K§. 13, XI). 



y = 1 : — OH h ) 



x=l: -04-4-4- 
x = 0: -4-0 



3) Dritte Seite. y = l, also U = x 4 — 6x J 4-2, V = x' — x; x geht 
von 1 zu 0. 

y(x) = x*-6x»4-2, 
9>(x) = x 1 - x, 
Vl (x) = 5x*-2, 
Vi (*) - * . 

= + . 

4) Vierte Seite. x = 0, also U = y 4 4-1, V = 0, y geht von 1 zu 0. 
V 

— = 0, also E 4 ' = 0. Demnach 

E=-(E t ' + E J '+E, / + E,') = +2, 
und folglich liegt eine Wurzel in der angegebenen Weise. 

II. Sei die Gleichung 

z s -21z -+-344 = 0 

vorgelegt und soll bestimmt werden , wie viele imaginäre Wurzeln der Form 
x 4- y i so liegen, dass x zwischen 0 und 5 , y zwischen 0 und 6 enthalten ist. 

Für z = x 4- i y ist 

z J -21z4-344 = x a -3xy a -21x4-344 4-(3x a y-y a -21y)i 

also 

U = x»-3xy 2 - 21x4-344, V = 3x*y - y 3 - 21 y , 



wo wir wieder — untersuchen. 
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1) Erste Seite. y = 0, U = x 3 -21x4-344, V = 0; x von 0 bis 5. 
. E t '=0. 

2) Zweite Seite, x = 5, U = - 15 y* 4- 364, V = - y l 4- 54 y; 



V 1 44b y /R . 

T = -T5 y+ l5- u (§ * 21 ' H) 



J_ 446 
15 y+ 15 
*(y) = -15y'4-364, 

?>(y) =y, 
9> t (y) = - l. 



7=0:4-0-» 
y = 6: -4--) Es 



3) Dritte Seite. y = 6, ü = x 3 - 129x 4- 344, V = 18(x'-19), 
x von 5 zu 0. 



tfj(x) = x s — 129x4-344, 
9,(x) = x»- 19. 
* t (x) = 55x- 172, 
9l (x) = 4-1. 



x = 5: _ + + +! - 



4) Vierte Seite. x = 0, ü = 344, V = -y s — 21 y; y von 6 za 0. 
V 

— ist eine ganze Funktion, also E 4 ' = 0. 

E= -<E 1 '4-E J '4-E,'4-E 4 ') = 2, 

so dass eine Wurzel in der angegebenen Weise liegt. [Die Wurzeln sind 
übrigens : — 8 , 4 ± i V27]. 

III. Die Gleichung 

z* - 8 z 1 4- 27 z 1 - 38 z 4- 26 = 0 

hat die Wurzeln 1 ± i, 3 + 2i. Ist nun x 0 = 1 , x t = 3 ; y 0 = 0, y t = 3, 
so tritt der in §. 20, IV ausgeschlossene Fall ein, indem auf der zweiten und 
vierten Seite Wurzeln liegen. Man wird also E = 2 erhalten, während doch 
2 Wurzeln innerhalb der angegebenen Gränzen liegen. 

Für z = x4~yi ist 

U = x« - 6xV + y« - 8x 3 + 24xy ^ ^-27x , - 27y* - 38x4-26, 
V=4x»y-4xy»-24x l y4-8y , 4-54xy-38y, 

wo man in V den Faktof 2 auslassen kann. Dabei untersuchen wir wieder 
V 

-jj- , welche Grösse in den Eckpunkten (x = l, y=0; x = 3 , y = 0 ; 
x = 3, y = 3 ; x = 1 , y = 3) nicht unendlich wird. 

- 1) Erste Seite. y = 0, U = x 4 - 8x« 4- 27x' - 38x 4- 26, V = 0; 
x geht von 1 zu 3. E t ' = 0. 

2) Zweite Seite. x=3, U=20-9y 2 4-y 4 , V=8y-2y 3 =2(4y-y •), 
y geht von 0 zu 3. 

V ,(y) =y ._9 y . + 20. y = 0;+0 _ 

y = 3: 4--+ ) E > 



v (>') = 4y — y 3 , 
^ (y) = y* — 4. 
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3) Dritte Seite, y = 3, ü = x* - 8 x 3 - 27 x» 4- 178 x - 136 
V = 6(2x , -12x J 4-9x4-l7), x von 3 zu 1. 
<f(x) = x*-8x 3 -27x*4-l78x- 136, 
9>(x) = 2x 3 - 12x*4-9x4-17, 
9 X (x) = 87x»~ 357 x 4-238, 
V % (x) = 91 101 x- 207213 
*,(x) = 4-l. 



x = 3: -\ (-4- i 

x=l: + + + } E ' ' = * 



4) Vierte Seite. x = l, U - 8 - 9y» 4- y* V = 4(y 3 -y), y von 
3 za 0. 



*(y) = y 4 -9y*4-8, 
9>(y) =y'-y, 
9 1 (y) = y I -l, 

E= -(E 1 / + E l '4-E,' + E/) = 2. 



y = oi + 0 t } V-" 1 ' 



, IV. Die Gleichung 

z*-2z 3 4-3z*-2z4-l =0 
hat die Wurzeln -± ^-i, jede zweimal; ist nun x*=0, x t = J ; y 0 '= — 1, 
y t = 4- 1 , so muss E = 8 erscheinen. 
Für z = x4-yi ist 

U = x«-6x»y , -4-y*-2x 3 -f-6xy l -|-3x t -3y*-2xH-l, 
V = 2(2x 3 y- 2xy 3 -3x s y4-y 3 4-3xy-y), 

und wir untersuchen . , . 

■ - 

1) ErsteSeite. y=-l, U = x' - 2x 3 - 3x J 4- 4x - 1 , V= -2x 3 
4-3x' — x; x von 0 bis 1. 



*<x) = x 4 -2x 3 -3x»4-4x-l, 
*(x) = -2x 3 +3x»-x, 
M») = l7x 3 - 17x4-4, 
Vt (x)= -2x-M, 
9>a (x) = + 1. 



x = 0: -0 + 4-4- 
x= 1 : — OH H 



} E t '=-: 



2) Zweite Seite. x=l, U^y'-Sy'+I, V=-y a 4-y, y von 
— 1 bis 4- 1. 



*(y) =y*-3y t 4-l, 
9>(j) = -y 3 4-y, 
* t (y) = 2y 3 _ 1, 

»j(y)= - y, 
n (y) = 4-1. 



y=-l: -04-4-4- \ 

y = + l: -0+- + j E '- ~ 2 - 



3) Dritte Seite. y=l, U=x*-2x'-3x'4-4x-l, V=2x'-3x J 4-x, 
x von 1 bis 0. 
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x=l: -04-4-4- J 
x = 0:-0-l h f 3 



2. 



y =1: + + 

y= -1: -04--4- j * ~ 



y(x) = x*-2x»~3x , 4-4r- 1, 
v (x) =2x , -8x l H-x f 
Vl (x)^l7x 8 - 17x4-4, 
*,(*) = 2x-l, 
*, (x) = 4- 1. 

4) Vierte Seite, x-^0, ü = y*-3y l 4-l, V = y 3 — y, y von 1 
bis — 1. . 

♦Gr) =y*-3y»-*-i. 
*>(y) = y*-y. 
»»<y) = 2y'-l, 
*>»(y) = y, 

,,(y)=4-l. 

E = - (E, ' 4- E,' 4- E, ' 4- E t ') = 8. 

V. Die Gleichung 

x* - 2x4- 1 =0 

hat die Wurzel 1 zweimal. Setzt man also x 0 = 0; x t = 2; y 0 = — * 1, 
y, = 4- 1 , so muss E =■ 4 erhalten werden, 
z — x4- yi: 

U = x l -y J -2x4-l. V = 2(xy-y), 

X „„tersacht. 

1) Erste Seite. y=— 1, U = x* — 2x, V = — x 4- 1 , x von 0 bis 2. 

y(x)=x«-2x, x _ _ 

x:2°;-^:> E -°- 



9>(x) = -X4-1, 
<*) = + ! 



V . 



Hier ist aber zu bemerken, dass — in den beiden Ecken unendlich 

wird; wir haben demgemäss statt x = 0 gesetzt x = 4- a, und statt x = 2: 
x = 2 — a , wo wir « verschwindend klein dachten. Es bleibt somit 
schliesslich der Durchgang durch die Eckpunkte noch zu untersuchen. 

Zweite Seite. x=2, U=-y*4-l, V = y; y von - 1 bis 4- 1. 

*(y)=-y»4-i; 

y = 1 — a: 



9>(y) =y, 
My)=-i- 



: ^:}e,<=o. 



3) Dritte Seite. y=l, U = x J -2x, V = x-1, x von 2 bi 

V (x)=x»-2x, I = 2 _ ö: _ H _ +u< 
Vi (x) = 4-1. 

4) Vierte Seite, x = 0, ü = — y 1 4- 1 , V = — y; y von 1 bis — 1. 

*(y) =-y , 4-l, ^ , 

" } E 4 ' = 0. 



*(y) =~y, ■ 
». (y) = - 1. 



y=l-a: 4- 
y = — 14-«: 4-4- 
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V 

In allen vier Eckpunkten ist aber — unendlich, so dass noch die 
Durchgänge zu betrachten sind. 

1) Zweiter Eckpunkt. Hier geht über: y von — 1 wachsend, während x 
von kleinern Werthen zu 2 geht. Also ist zuerst y = — 1 und 
x = 2 — «, dann y — — 1 4-a uml x=2. Aber für y= —1, x— 2 — « 

V 

ist— positiv, für x = 2 und y = — 1 4- a negativ, so dass ein 

üebergang von 4- o© zu — o© stattfindet. 

2) Dritter Eckpunkt, x = 2, y = 1 — a ist 

^ = H-; x = 2-o, y = 1 

V 

ist — = — ; also wieder von -f- a© zu — o©. 

3) Vierter Eckpunkt, y = 1 , x = 0 4- a ist 

^ = 4-; x = 0. y=l-a 

V 

ist — = — ; mithin wie vorhin. 

4) Erster Eckpunkt. x = 0, y = — 1 4- a ist 

v 

— = +; y = -1, x = 0 + a 

v 

ist — — — ; also abermals von 4- a© zu — oo. 
V 

Demnach hat vier Uebergänge von 4- Q© zu — o©, und keinen von 

u 

— g© zu 4- a© ; daraus folgt (§. 1 9, V) dass vier Uebergänge entgegen 
gesetzter Art hat (von — o© zu 4- o©). Demnach ist 

E = 4. 

VI. Wir betrachten endlich noch die Gleichung 

z »_(l + 3i)*-H-2 = 0, 
welche die Wurzeln i, 1 4- 2i hat. Für x 0 = — 1 , x t = 2 ; y 0 =0, y t — 3 
wird also E = 4 sein. 

ü = x» -x-2 — y*H-3y, V = 2xy - y - 3x4- 1. 

1) Erste Seite. y = 0, ü = x l — x-2, V = - 3x 4- 1, x von - 1 
V 

bis 2, -^j- untersucht. 



=x*-x-2, 
*(x) = -3x+l, 
9t (i) = 4-1. 



X ~ 7 1+0 ! ~ + T 1 Ei' = 0 (« verschwindend klein). 
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2) Zweite Seite. x = 2, U= -y 5 4-3y, V = 3y — 5, y von 0 bis 3, 
^ untersncht. 



♦W + y = 0 4-«:4--- 



y = 3-«: 4-4- 



_}e,' = o. 



9(7) =3y-'5, 
9 X (y) = - 1. 

3) Dritte Seite, y = 3, U = x* — x — 2, V = 3x — 2, x von 2 bis — 1, 

^j- untersucht. 

*<x)=x>-x-2, x = 2 _ a; 



*(x) =3x-2, 
9t 00 = 4-1. 



4) Vierte Seite. x= - 1, U= -y'4-3y, V= -3y4-4, y von3bis0, 
V 

untersucht. 

*(y) = -y' + 3y, o „. 1 

y = 3_«: 0 
: 4-4-— / * 



y = 04-o; 



*(y) = -3y4-4, 
* t (y) = -1. 

Nun bleiben noch die Eckpunkte (wie in Nr. V). 
Zweiter Eckpunkt: • 

v V 

y = 0,x = 2-o:— = -+-; x = 2 , y = 0 4- « : ^ = - . . 
Dritter Eckpunkt: 

v v 

x = 2, y = 3 — a: — = 4-; y = 3, x = 2-o: = - • 

Vierter Eckpunkt: 

v v 

y = 3, x=-14-o: — = 4-; x = ~l. y = 3-o: ~= — 
Erster Eckpunkt: 

v ■ v 

x = -l, y = 04-o: — = 4-; y = 0. x = -l4-a: = — . 

Demnach hat man vier üebergänge von 4- zu — , und keinen von — 
zu 4- , woraus dann unsere Behauptung folgt. * 



• Haue man ~ untersucht, so wäre man bequemer zum Ziele gelangt. 
Ente Seite: 

U 1 _2 20 1_ 

V X+ 9 + 9 3x-T 

gebt von — q© zu 4- 0© , wenn x von — 1 bis 2 geht. 
Zweite Seite: 

U 1 _4 20 1_ 

V" _ ~ 3~ y4 ~ 9 + 9 3y- 5' 
geht von — q© zu 4- 0© , wenn y von 0 bis 3 geht. 
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Aus diesen Beispielen geht wohl klar genug hervor, wie der Lehrsatz 
des"§. 20, IV zu verstehen ist Eben so ist leicht aus dem Frühem^ zu ent- 
nehmen, wie derselbe zur weitern Trennung der imaginären Wurzeln zu ver- 
wenden wäre, worauf wir uns jetzt nicht weiter einlassen wollen. 



Fünfter Abschnitt. 
Auflösung: der Gleichungen des dritten und vierten Grades. 

§. 23. 
Die Cardansche Formel. 

I. Sei gesetzt 

x = p + q, 

so folgt daraus 

x s = p»4-q , + 3pq(p + q) = p 3 -r-q , + 3pqx < 

d. h. 

X* - 3p qx - (p s -f-q*) = 0, 

welcher Gleichung jedenfalls durch x = p -f- q genügt wird. 

Setzen wir demnach 

3pq + a = 0, ft a + q , + b = 0, . (a) 

so genügt der Gleichung 

x*-|-ax-f-b = 0 (b) 

jedenfalls 

x = p-r-q, (bO 

wo p, q aus (a) zu bestimmen sind. Aus unserer Ableitung folgt sicher, 
dass alle Werthe von p und q, welche den (a) zugleich genügen, derart 
sind, dass je ihre Summe der (b) genügt, also eine Wurzel dieser 
Gleichung ist. 

II. Aus der (a) folgt 

q=-^, alsop»-^4-b = 0, p«H-bp»-^ = 0. 



Dritte Seite: 

U _ J_ 20 1_ 

V"3 X 9" + ~9"2-3x t 
geht Ton — QO in -t- QO , wenn x von 2 bis — 1 geht. 
Vierte Seite: 

V ~ 3 7 9 9 4 -3y' 
geht von — QO *u -+- QO » wenn y yon 3 bis 0 geht. 

Daraus folgt dann ganz unmittelbar, dass E = 4 ist. 
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Die letztere -Gleichung liefert (wenn man p s = z setzen^ würde) : 

woraus dann die zweite (a) gibt : 

,.= _(b+p^=-(ib±y r ib. + ±a>)=-ib+-/i-b 1 +i... 

Die so eben gefundenen Werthe von p s , q* sind die allgemeinsten; 
dabei müssen übrigens p nnd q selbst noch der ersten (a) genügen. Es wird 
desshalb zunächst die Untersuchnng von p genügen, da aus p der Werth von q 

unmittelbar folgt (nach der Formel q = — — ). 

dp 

» 

Untersuchung von p. 
III. Aus einer (Gleichung 

p* = « 

können nur drei Werthe von p folgen (§. 5, III). Einer dieser Werthe ist 

«*, wo durch dieses Zeichen der gewöhnliche Werth von Ya angedeutet sein 
soll. Da aber allgemein 

(tot y 4- i sin -|-) = cos xf> -+- i sin \p, 

also 

. 2m« , . . 2m» 3 , . _ 

(cos— 5 Hum— — ) = cos 2m n-histn2 mn = 1 , 

o o 

wenn m eine ganze Zahl, so ist auch 

4. 2mA , . 2inir 
p= « 3 {cos — + 1 stn — ) 

und es genügt m = 0, 1, 2 zu nehmen, um die drei verschiedenen Werthe 
von p zu erhalten (wie dies aus der Theorie der imaginären Grössen be- 
kannt ist). * 



• Vergleiche meine „Differential- und Integralrechnung", 2. Aufl., §. 9, II. Dort wird 
gezeigt, dass aus der Gleichung 

n 

x" = a -I- b i (d. h. für x = Ya-+- bi) 
nothwendig nron einander verschiedene Werthe folgen, die wenn 

r = Va , H-b*, r cos g> — a , r «n 9 = b , ? zwischen 0 und 360°, 
durch die Formel 

4-, f>4-2mtf . . 9J-t-2mrt, n , 0 

x = r D (co# hum- ), m = 0, 1, 2 n — 1 

n n 

gegeben sind. Da aber (a. a. 0. §. 4) 

7>~h2mit . flt.4-2mrt <p . . g> 2mff . 2m« 

co , \- i <m = {cos \- 1 stn — ) (cos h i sin ) , 

n n n n' n n 

so ist also , wenn man 

■■ 
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Demnach hat man für p folgende Werthe: 
t t J(e„*g + l**g). Jicos^^-lsin^); a = - jb-h ]/ ±b* + JL a'. 



oder 



J J/ 2«, . . 2ä. * 4* . 4* 1 ,/l 1 



Die allgemeine Form dieser Werthe ist 



wo k gleich 
oder 

und q = 0, 1 , 2 ist. 
Aus p folgt 



a» 



1 ■ 



a a 1 a 2p* . . 2pw. 
q= _ _ = --im— ). 



Aber es ist 



3 k* 



~ V 27k * 



wenn man hier nur die gewöhnliche algebraische Wurzel versteht ; * ferner 



i i 

r n (cot h i tin — ) durch (a ■+■ b i) " 

n n 

bezeichnet, das System aller Werthe durch 

, . .v~—/ 2m»r , . 2m« _ , 

(a-f-bi)" (cot H»w ), m = 0. 1 n - 1 

n n 

gegeben. In unserra Falle ist a-f-bi = a (was möglicher Weise auch imaginär sein kann), 

n = 3 , woraus sich die Formel ergibt. Was die Berechnung ron t$ betrifft , so ist , wenn o 

reell, diese Grösse einfach Va mit dem gewöhnlichen Werthe, den die Algebra gibt; ist o 
imaginär 

= r (cot g> + i tin g>) , 

so ist 



J= V r r(eo*|- + i«n|-). 



Demnach ist J Tollkommen (eindeutig) bestimmt. 



• Denn das ist die Bedeutung von k 5 , und jedenfalls ist, für jedes a, — — = y — ^- , 
so dass unsere Angabo genau ist. 
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Daraus folgt, dass die zu obigen (sechs) Werthen von p gehörigen q sind : 

* 

J, J (cos y - s «" y ) . «' y - » «*« y )• 
Demnach ist die Summe p -h q entweder 

oder 

V< WJ ^ +i ^?|V«W^-Um?§?>. , =0. 1. 2, 
d. h. entweder 

oder 

Für q = 0 stimmen beide Werthe zusammen ; für q = 1 gibt der erste 
dasselbe, was der zweite für p = 2 (wegen 

4* 2ir . 4ä . 2« 

co« — = cot — , jtn — = -««--); 

für q = 2 liefert eben so der erste, was der zweite für q = 1 gibt 

Die scheinbar sechs Werthe von p4-q ziehen sich also auf die folgenden 
drei zusammen : 

a i + ^ f („5 + ^) co* y + i <«* - A Bin ^ , <«* + co* ^ + i (J - ß k ) sin 4 -* , 
d. h. die drei Wurzeln von (b) sind 

m + n, -y(m + D ) + i^(m-i,), _ -l(m + n) - i^(m - n), (c) 
WO 

und diese Grössen nur eindeutig zu nehmen sind./ 



• Ist m 5 + n 3 -f-b = 0, 3mn -+-> = 0, so kann man sich sehr leicht überzeugen, dass 
x J + ax + b = x J -3mni - (m'+n*) = [x - (m + n)] [x* (m -h n) x + m*-m n+n 1 ]. 
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. * • - - 

Besondere Fälle (für reelle a und b). 

IV. Die Berechnung von ra, n erfordert die Untersuchung folgender 
drei Fälle, wobei wir nun a und b reell annehmen. 

1) ^" b 2 + a 3 > °. Jetzt sind ra und n reell, also von den drei Wurzeln 
nur eine reell. 

2 ) J b, "*"^ a3 = 0 - In diesem Falle ist m = n (beide reell), mithin 
sind alle drei Wurzeln reell, zwei davon übrigens einander gleich. 

*0 -^-b'-H^a'-^O. Jetzt sind m und n imaginär. Ferner 

-T b+ V r |- b, + ^ a3 =-i b + i V r - (\^ + ^ 3 ) = r(cos 9 > + isin 9> ) t 
also 

r=y r -^. xcot 9 = -~b. xting» = ^ - (~b*+ (d) 

mithin 

m=r* (*>«-|-' + i«n|-), n = r* (cot |- - i sin |-) ; 

m + n = 2r**«-|-, (m - n)i = - 2r*,ir»-|-, 
und die drei (reellen) Wurzeln : 

2 r* - t k co8^±i h YZ,in^ = - 2 r* (cot -| cot 60° ± tin^-t in 60°) 

= -2r^ M (60»±|),(ry r T|), 
d. h. diese Wurzeln sind: 

2r*CM-|-, -2r*c<*(60°-r-£), - 2r*co*(60°- -*-), (d') 

O O O 

wo übrigens y nicht über 180° hinausgeht r und <p sind aus (d) 
bestimmt. Dabei ist 3mn = 3 rf = — a , wie sich gehört. 

■ — ■ — • 

Demnach sind die Wurzeln von (b) auch die Wurzeln der Gleichungen 
x - (m -{- n) = 0 , x'+fm + nJi + m'-mn + n^O, 
ron denen die letzte liefert: 

x= - — (m-t-n) + — (m-n). 
Mithin sind die drei Wurzeln : 

1 / . ^ .if3 



m-f-n, - — (m-r-n)± — (m - n), 



wie im Texte. Immer muss aber X 3mn = — a sein. 

, Di eng er, höhere Gleichungen. 6 
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82 Die Gleichung fiertcn Grades (mit reellen Koeffizienten). 

Allgemeine Gleichung des dritten Grades. 
V. Ist die Gleichuug 

x'-f ax'-f-px + y^O (e) 

vorgelegt, so setze man 



und erhält: 
so dass 



und man z nach III oder IV mit seinen drei Werthen bestimmt, worauf (e') 
die drei Werthe von x liefert 

Damit ist die Auflösung der Gleichung dritten Grades vollständig er- 
ledigt. 

§.24. 

Die Gleichung rierten Grades (mit reellen Koeffizienten). • 

L Sei 

x = p + q + r, 

so folgt hieraus 

. x* = p» + q I + r I + 2(pqH-pr + qr), 

so dass wenn 

p , 4-q»-r-r , = f, (f reell) 

man hat 

X«-f = 2(pq-f-pr-hqr), x* - 2f x'H-f 1 = 4(p'q* + p*r l + q l r») 
-t-S^qr + pq^-t-pqr*), 

d. h. 

x* - 2f x* 4- f 1 = 4 (p l q* + p l r l + q*r») -h 8 p qr (p + q 4- r). 

Setzt man also noch 

p»q*-+-p»r* + q*r* = g, p*q*r l = h l , (g und h reell) 

so ist wegen pqr = ± yh l 

x*— 2fx*H-f , = 4g±8V r h i x, x*-'2fx , q:8xV r h*H-f*-4g = 0. (a)' 

Dieser Gleichung genügt, natürlich 

. x = p4 .q4. r , (b) 

W 6 II II 

p» + q'4-r» = f,.p t q I -r-p t r»-|-q l r l =g, pV^ 1 »*- (b') 

Da hieraus folgt 

( r _ p») ( t _ q ») ( z _ r s ) = z s - f z*4- gz - b*, 

so sind p J , q a , r' die drei Wurzeln der Gleichung 

z 3 - fz*4-gz - h l = o. (c) 
Hier wollen wir h a positiv voraussetzen, damit Vh 1 reell ausfalle. Dies 
hat natürlich zur Folge, dass das Produkt der drei Wurzeln von (c) ebenfalls 
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Die Gleichung vierten Grades (mit reellen Koeffizienten). 83 

positiv ist. Zngleich gilt in (a) das obere Zeichen , wenn p q r positiv , das 
untere, wenn p.qr negativ ist. 

II. Löst man die Gleichung (c) auf, so werden, da das Produkt der drei 
Wurzeln positiv ist, nur folgende drei Fälle möglich sein. 

' t - 

Erster Fall: die drei Wurzeln sind reell und positiv. 

Heissen dieselben a, ß, y, so ist also p 2 = «, q* = ß, r* = y, und da 
fürpqr>Oin (a) das obere Zeichen, für pqr<0 das untere gilt, so 
werden die vier Wurzeln von (a) sein 

für das obere Zeichen : für das untere Zeichen : 

-t- V'« + Vß -+- Vy + y a -f- Vß - Vy 

+ V- y<i - v y -f- y« - yp -+- y y 

-ya + vp-Vy -Y* + Vß+Vy 

-Va-Vß + Vy -ya-Yß- Vy, 

Zweiter Fall: eine Wurzel ist positiv, die beiden andern negativ. 
Sind a, — ß, — y dieselben (wo a, ß, y reell und positiv), so ist 

p'^a, q»= -ß, r»= -y; p = + Va, q = +i^, r = ±i/y. 

und folglich sind die vier Wurzeln von (a) 

• ♦ 

für das obere Zeichen: für das uutere Zeichen: 

+ ya + iVß-iVr V« + iVß + iVy 

+ Va-\yß + \Vy y a -\Yß -\Vy 

-Va + iYß + iYy - Ya + iYß - iVy 

-Ya-iVß-iVy - Ya - i Yß + > V>- 



Dritter Fall: eine Wurzel positiv, die beiden andern imaginAr. 
Sind ce, (> (cos <j> ± i sin <p ) dieselben, so ist 



also da 



p = ± V 'a, q = ±e*(coi|- + i«»|-), r = ±^(co*-|-i«n|-), 



positiv, so sind die vier Wurzeln von (a) 

für das obere Zeichen : 

. -. r , i i .9 . . • 9 \ , 1/ 9 . . 9 * 

- y a + 9 X {co$% + lii*±) _ ßi( C0 ,|-_i #| - ft |-), 

- Ya - ? (co,^ + i,in£.) + <? Uin|-) ; 



6* 
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84 Die Gleichung vierten Grades (mit reellen Koeffizienten) 

für das untere Zeichen: 
— V« H- Q 1 (co'y H-i ■+■ t> ! (cos ~- - iitn~) , ' • 

V a - e* (c<w -4- i sin ~ ) -t- ß' (cos -|- — i «in , 

Vo -+- (coa - + uin-)- Q 1 (cos — - i sin— ) , 

-V«- |-+i«»-|) - - 

Dass immer das Gesetz des §.8 erfüllt ist, ist unmittelbar ersichtlich. 
Der erste Fall entspricht vier reellen Wurzeln; die beiden andern geben 
reelle und imaginäre Wurzeln. 

Auflösung der Gleichung vierten Grades. 

HI. Ist nun die Gleichung 

x*-hax' + bx + c = 0 (a, b, c reell) (d) 
vorgelegt , so vergleichen wir sie mit (a) und müssen also drei Fälle unter- 
scheiden. 

Erster Fall: b>0. 
Jetzt lassen wir in (a) das untere Zeichen gelten , und setzen : 
_2f=a, +8Kh* = b, f'-4g=c, 

also 

1 . b 4 1,1 
f=_-a,h* = -, g = I ea»- T c ; 

setzen diese Werthe in (c) ein, lösen diese Gleichung auf, wodurch wir die 
in II nöthigen Grössen erhalten. Die zweiten Gruppen geben dann die vier 
Wurzeln von (d). 

Zweiter Fall: b<0. 
Wir setzen ^ ^ i 

_2f=a, -8Vh' = b, f»-4g = c: f=- g-a.h^— , S c , 

welche Grössen man in (c) einzusetzen uod dann diese Gleichung' aufzulösen 
hat, worauf die ersten Gruppen in II die Wurzeln von (d) liefern. 

Dritter Fall: b = 0. 

Setzt man jetzt x* = z , so ist die (d) : 

z*4-az + c = 0, z= --|" Ä - Vt*' -0 * 

also sind die vier Wurzeln: 

±V-|a±Vr aM - c ' 

wo sich die Zeichen nicht entsprechen. 



Digitized by Google 



Beispiele. 85 

Allgemeine Gleichung des vierten Grades : 

IV. Die allgemeinste Gleichung des vierten Grades: 

* x' + px 3 +qr-lrx + s = 0 (e) 

wird für x = z — |p die Form der (d) annehmen. Löst man dann die neue 
Gleichung in z auf, und erhält ihre vier Wurzeln, so gibt x = z — die 
vier Werth e von x. 

Beispiele. 

V. 1) x « H _2x»-|- 16x4- 17 = 0. 
Verglichen mit (a) : 

-2f =2, 4-8l/h* = 16, f 2 -4g = 17: f= - 1, h I = 4, g= -4. 
Die (c): 

z'-r-z*-4r-4.= 0, z* (1 + z) - 4 (1 4- z) = 0, (z 2 - 4) (*4- 1) = 0; 

also sind die Wurzeln: 

-1» -2, 4-2. 

Da in (a) das untere Zeichen galt, so hat man jetzt die zweiten Gruppen 
des zweiten Falles in II zu wählen. Demnach sind die vier Wurzeln unserer 
Gleichung : 

1/2 4- i (14- 1/2), 1/2-1(14-^2), -^24-1(1 ->>2), - 1/2 - i(l - ^2) , 
und es ist 

x* 4-2x*4- 16x4- 17 =[x-V2-i(l 4-1/2)] [x - 1/2 4- i (1 4- V2)] 

[x 4- V2 - i (1 - V2)] Ix 4- V2 4- i (1 - /2)] 
= [(x - V2) S 4- (l 4- V2)'] [(x 4-l/2) 2 4-(l — V2)'] 
= [x> 4- 5 4- 2 Y2 (1 _ x)] [x » 4- 6 - 2 1/2 (1 - x)] , 

wie man auch wirklich leicht findet. 

2) x 4 -45x'- 40x 4-84 = 0. 

-2f= -45, -8VV= -40, f»-4g = 84:f = y, h* = 25, g = ^- 
Die (c) : 



. 45 1689 oe A 
+ — ,-26 = 0. 



z = iu(§.ll,IV): 

^--g|- Z 4--^Ti-25 = 0, u s -90u'4-l689u- 1600 = 0. 

Aber 

u» - 90u*4- 1689a - 1600 = <u - 1) (u* - 89 u4- 1600) = (u - 1) (u - 64) (u - 25); 
demnach sind die Werthe von z : 

T' 16 ' T ' 

Jetzt ist im ersten Falle II die erste Gruppe zu wählen, so dass die vier 
Wurzeln sind : 
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8 6 Satz von Sturm. 

V^ + V16 + V^ = 7, V16-V^= -6, _^l+V16-vf =1. 

-V^^-Vl64-Vf =-2. 

— — ■ , 

Anhang. 

§.25. 

Einige allgemein© Sätze zur Bestimmung der Lage der Wurzeln einer algebraischen 

Gleichung. 

I. Wir haben in §. 21, VI schon darauf aufmerksam gemacht, dass der 
Sturmsche Satz sich unmittelbar aus den dortigen Entwicklungen schliessen 
lasse. Wir wollen hier schliesslich darauf zurückkommen und dabei einiger 
anderer Sätze gedenken. * 

Als allgemeine Betrachtung müssten wir das in §. 13, III und §. 14, IV 
Gesagte wiederholen , aus dem hervorgeht , dass wenn a eine reelle Wurzel 
der Gleichung <0(x) = 0 ist, nothwendig, wenn « positiv und klein: 

f5 (a — e) und ©' (a — e) von verschiedenen Zeichen , 
«3 (a -I- e) und <5' (a -+- «) von gleichen Zeichen 

sind. Wollte man den Beweis hier etwas «anders fuhren, so hätte man, 
wenn a mmal Wurzel ist (m kann auch 1 sein): 

«(x) = (x - a)-X, <5'(x) = m(x - a)-'X+ (x - a)-X', 

woraus 

C'(x) m X' 
«5(x)~x-a X* 

was dann leicht zu obigem Ergebniss führt. 

Hieraus folgt sofort, da X nicht 0 wird für x = a, dass die Grösse 

*'(*) ' 

«(x) 

von — o© zu -f- QO übergeht, wenn das reelle wachsende x eine reelle Wurzel 
der Gleichung <ß (x) = 0 überschreitet, wobei jede vielfache Wurzel nur ein- 
fach gerechnet ist. Der fragliche Bruch geht dabei niemals von -h Q© zu 
— QO über. 

Satz von Sturm. 

II. Setzt man in §. 21, V: 

*(x) = «(x), *(x) = «'(x), 

so ist der dortige Werth von E genau gleich der Anzahl von einander ver- 

' Man vorgleiche hiemit eine Abhandlung Moignos im Lionvillesohen Journal, Mai 
1840. 
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Satze ron Rolle and Fourier. 87 

schiedener reeller Wurzeln der Gleichung <fc (x) = 0 , welche zwischen den 
reellen Zahlen x«, , x t (x 4 > x 0 ) liegen. Dies ist aber nach dem Frühern der 
Lehrsatz. 

Satz von Rolle. 

III. Derselbe heisst: Die Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung 
(x) = 0 enthalten zwischen x 0 , x t ist nie um mehr als 1 grösser als die 

Anzahl der reellen Wurzeln von <fc'(x) = 0 zwischen denselben Gränzen. 
Ot >x 0 ). 

<0'(x) <0(x) 
Sind E,'E' die Exzesse für und - , / . zwischen x 0 und x, und 

(3 (x) (x) 0 1 

ist m die Anzahl der reellen Wurzeln von <0 (x) = 0 zwischen denselben 

Gränzen, so ist nach I: E = m, und (§. 21 , I) E + E' = e. Ist also m' die 

Anzahl reeller Wurzeln von <0'(x)'= 0 zwischen denselben Gränzen, so wird 

<&(x) 

sicher E' oder — E' nie grösser als m' sein können, da ja nur unend- 

W(x) 

lieh werden kann, wenn <0'(x) = O. Da weiter e höchstens =1; so ist 
also aus 

E + E' - e , d. b. m = e — E' 

* • 

zu folgern , dass m höchstens =1 + m', mithin 

m ^= 1 -+- m 

sein muss, was die Behauptung beweist. 

Dass hiebei vielfache Wurzel nur als einfach gerechnet sind, ist klar. 

Satz Ton Fourier. 

IV. Die Anzahl reeller Wurzeln von (x) = 0 zwischen x«, und x t ist 
höchstens gleich dem Unterschiede w 9 — w, zwischen der Auzahl Zeichen- 
wechsel in den Reihen 

«5<x 0 ), «5'(x 0 ). ©'(*,) , «5»<«o). 

«(x t ), ©'(xj. <B»(x,) , ©°(x t ), 

wo (x) des Grades n ist. (x t >x u ). 
' Sind 

m , m t , in, , . . . , m n 

die Zahlen der reellen Wurzeln der Gleichungen 

«(x) = 0, ®'(x) = 0, . . . , e-(x) = 0 

zwischen x 0 , x t , so ist offenbar m n = 0, da tf" (x) kein x enthält. Ferner 
ist nach III 

m ^ nij -f- e , 

wo e nach §.21, I bestimmt ist, wenn dort 

*(*) = «(*), 9>(x) = «'<x). 

So hat man 
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88 Satx ▼on Dcscartes. 

™ < n>i + e , nj t < nj, 4- e t , . . . . , m„_i ^ m a 4- e n — 1 i= 6n— 1 ' 

woraus 

m^e + ei + ... + e n _i. 

Beachtet man nun, dass 
e, = 0 , -wenn «5 r (x„) und « r+ 1 (x) e. Zeichenfolge ; © r (x t ) , e** 1 (x t ) e. Zeichenfolge ; 
e, = 0, „ „ „ „ ; Zeichenwechsel; „ „ „ Zeichenwechsel; 

e,= 4-l, „ „ „ „ „Zeichenwechsel; „ „ „Zeichenfolge; 

er= — 1, n „ „ „ „Zeichenfolge; „ „^ „Zeichenwechsel 

bilden, so ist (§.21, V) 

6 + 6l + . . . + ©n— 1 = W 0 — W t , 

was den Satz beweist. Auch hier sind vielfache Wurzeln als einfach ge- 
rechnet. 

Satz von Descartes. 

V. In einer Gleichung «0(x) = O können nicht mehr reelle positive 
Wurzeln vorhanden sein, als die Koeffizienten Zeichenwechsel zeigen. 

Sei 

©(x) = x n 4-a n _tx n -> + 4- a t x 4- a fl = 0 

die Gleichung und oben x 0 = 0 , x t = ao. Für x = oo sind die Zeichen der 
Grössen 

<*(x), «ß'(x), .... «-(x) 
in IV alle positiv, so dass w t =0. 

Für x = 0 sind diese Grössen 

a 0 , a t , 2aj, ...... (n - 1) (n - 2) . . . 1 a„-i n(n- l)...l, 

und es ist also w 0 gleich- der Anzahl Zeichenwechsel in den Koeffizienten 

a<i . aj , ...» 1 . 

Mit IV verglichen ergibt sich der Satz sofort. Dabei ist natürlich abermals 
eine vielfache Wurzel nur als einfach angesehen. Dass wenn x" den Koeffi- 
zienten a n hat, die Regel dadurch nicht geändert wird, ist klar. Eben so 
kann man die Regel auf negative Wurzel anwenden, wenn manx = — z setzt. 

Da die in diesem §. angeführten Sätze nicht in der Bestimmtheit auf- 
treten, wie der Satz von Sturm, so mag die Anführung und der Beweis der- 
selben hier genügen. Zur eigentlichen Untersuchung einer Gleichung dient 
entschieden der Sturmsche Satz besser. 
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Bedingung gemeinschaftlicher Wurzeln zweier Gleichungen. 89 



Sechster Abschnitt. 

Auflösung zweier gleichzeitiger Gleichungen mit zwei 

Unbekannten. 

§. 26. 

Bedingung gemeinschaftlicher Wurzeln zweier Gleichungen. 

I. Gesetzt man habe die beiden Gleichungen 

a n x n -|-an-i x»- 1 -t-.... + a 1 x-t-a 0 =0, \ 
b m x m + b m -i x ra - 1 -f- . . . . -r b t x + b 0 = 0 , f 

in denen 

du i ...» a^j , bm , . . . , bp 

beliebige Koeffizienten seien und wolle untersuchen, ob eine oder die andere 
Wurzel beiden gemeinschaftlich sei, so wird man, wenn a eine solche Wurzel 
wäre, beachten, dass (§. 5) x — a ein Faktor beider ganzen Funktionen, 
welche die ersten Seiten der Gleichungen (1) bilden, sein müsste. Wäre ß 
eine weitere gemeinschaftliche Wurzel, so müsste (x — a) (x — ß) ein ge- 
meinschaftlicher Faktor sein , u. s. w. 

Haben also die beiden ganzen Funktionen einen gemeinschaftlichen 
Faktor (in x), so besitzen sie gemeinschaftliche Wurzeln; haben sie keinen 
solchen Faktor, so sind sie ohne solche Wu^peln. Die (etwa vorhandenen) 
gemeinschaftlichen Wurzeln werden sämmtlich gefunden, wenn man den ge- 
meinschaftlichen Faktor gleich Null setzt und die* Wurzeln dieser neuen 
Gleichung bestimmt. Alle diese Wurzeln, aber auch nur diese, sind den 
Gleichungen (1) gemeinschaftlich. 

II. Daraus ergibt sich nun sofort die Art der Bestimmung dieser ge- 
meinschaftlichen Wurzeln, oder auch die Entscheidung, dass keine solche 
vorhanden sind. Man sucht für die beiden ganzen Funktionen in (1) nach 
§. 7 den grössten gemeinschaftlichen Theiler; dieser, gleich Null gesetzt, 
liefert alle gemeinschaftlichen Wurzeln. Ist ein solcher (in x) nicht vor- 
handen, so haben die Gleichungen keine Wurzel gemeinschaftlich. 

Beispiet. 

t 

III. Es soll untersucht werden, ob die Gleichungen 

x 6 H-5x 6 - 3x*- 2x s - 9i J + lli -3 = 0, 
x' + bx^-Sx*- x l - 5x4-3 = 0 

gemeinschaftliche Wurzeln haben. 



x 6 + 5x 6 - 


3x*-2x» 


- 9x'4- llx-3 


x 5 -f-5x 4 -3x s _x l -5x-!-3 


x«-+-5x s - 


3x«- x» 


-5x'H- 3x 





- x 3 -4x , -H 8x-3 
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90 



Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. 



x'+5x« - 3x s 


x*-5x-+-3 


-x s -4x l + 8x-- 3 


i j + 4i 4 - 8x 3 


-+-3x s 


-x*_x- 1 


x«4-5x s 
x« + 4x» 


-4x s - 5x 
- 8x' + 3x 





x s -H4x s -8x + 3 
x , + 4x , -8i + 3 



0 

demnach haben die beiden Gleichungen die Wurzeln der Gleichung 

x 3 + 4x*-8x + 3 = 0 
gemeinschaftlich, aber auch nur diese. 

§. 27. 

Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. 

I. Gesetzt nun man habe zwei Gleichungen mit den beiden Unbe- 
kannten x, y, welche Gleichungen wir durch 

G(x,y) = 0, g(x,y) = 0 (2) 

darstellen wollen, wo die Funktionszeichen G, g daran erinnern sollen, dass 
es sich hier um ganze Funktionen (in x und y) handelt, und wir sollen die 
zusammengehörigen Werthe von x und y suchen, welche diesen Gleichungeu 
genügen. 

Seien x = a, y = ß solch#Werthe , wo also 

. Q(a,ß) = 0, g(a,ß) = 0, (2') 

so werden die zwei Gleichungen 

G(x,<?) = 0, g(x,# = 0 . (3) 

noth wendig die gemeinschaftliche Wurzel a haben. Daraus folgt (§. £6), dass 
die beiden ganzen Funktionen G(x, ß), g(x, ß) den Faktor x — a enthalten 
werden, so dass also, wenn man für beide den grössten gemeinschaftlichen 
Theiler sucht, dieser (mindestens) gleich .x — a sein wird. 

Die Grössen in (3) unterscheiden sich von denen in (2) nur darin, 

dass ß an die Stelle von y gesetzt ist. Es folgt somit aus Obigem, dass 
wenn man für die ganzen Funktionen 

G(x,y), g(x,y) (4) 

die Operationen vollzieht, mittelst deren man den grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler findet (§. 7), wobei man diese Funktionen als nach x geordnet 
ansieht, der (letzte) Rest, welcher kein x mehr enthält, Null sein muss 
(wenn überhaupt eine Auflösung der (2) möglich sein soll). ' Wird derselbe 
Null gesetzt, so liefert er eine gewissse Anzahl von Werthen von y, welche 
die ß unserer vorigen Darstellung, also die gemeinschaftlichen Werthe vony, 
die beiden Gleichungen genügen, sind. Der letzte Divisor ist der gemein- 
schaftliche Theiler bei den Funktionen (4); wird er gleich Null gesetzt, so 



Digitized by Google 



Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. 91 

liefert er, wenn man nach einander die gefundenen Werthe von y einsetzt, 
die zagehörigen Werthe von x. 

Andere Werthe von xundy, die zugleich den (2) genügen, können 
offenbar nicht bestehen. 

II. Ist der gemeinschaftliche Theiler (letzte Divisor) des ersten Grades 
in Bezug auf x, so gehört zu jedem Werthe von y ein einziger Werth von x; 
ist er des zweiten Grades, so gehören zwei Werthe von x zu jedem von y 
u. s. w. 

Kann man den letzten Rest nicht Null setzen (weil er blosse Zahl ist), 
so haben die beiden Gleichungen keine gemeinschaftlichen Auflösungen, d. h. 
widersprechen sich. 

Ist der letzte Rest von selbst Null, so besitzen die beiden Grössen (4) 
einen gemeinschaftlichen Faktor (in x und y), und sind die (2) erfüllt für 
alle Werthe von x und y, die diesen Faktor Null machen. Lässt man diesen 
gemeinschaftlichen Faktor weg, so erhält man zwei andere Gleichungen, die 
nun nach der Vorschrift in I zu untersuchen sind. 

III. Wirft man bei Bestimmung des gemeinschaftlichen Theilers Fak- 
toren (in y) aus, oder setzt solche zu, um die Rechnung zu erleichtern, so 
hat dies auf die Bestimmung des Theilers keinen Einfluss, wohl aber auf den 
letzten Rest. 

Ist nun ein Faktor (der y enthält) irgend wo eingeführt worden , so 
wird derselbe, wenn in ihm y so gewählt ist, dass er Null wird, die betreffende 
Grösse selbst Null machen und die Rechnung wäre geschlossen. Für jeden 
Werth von y, der diesen eingeführten Faktor nicht zu Null macht, wäre 
keinerlei Anstand vorhanden. Der oder die Werthe von y, welche den be- 
treffenden Faktor Null machen, können also zu Auflösungen der Gleichungen 
führen. Ob dies der Fall ist, lässt sich leicht entscheiden, da dann für diese 
Werthe von y die vorgelegten Gleichungen gemeinschaftliche Wurzeln (in x) 
haben müssen. 

Ist ein Faktor ausgeworfen worden, der für gewisse Werthe von y Null 
werden kann, so wird für diese Werthe offenbar im Wesentlichen dieselbe 
Untersuchung zu führen sein, da auch hier die Operation schliessen würde. 

Ist kein Faktor zugesetzt oder ausgeworfen , so gilt natürlich das in I 
Gesagte unbedingt. 

IV. Dass man die beiden Grössen (4) auch nach y ordnen, also den 
letzten Rest in x suchen könnte, liegt auf der Hand. 

Beispiele. 

V. x* + 37* l +(3y* -y-h])x+y* — y > + 2y = 0. 

x l + 2yx-hy l - y = 0. (Yonpg, S. 386.) 
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92 Beispiele. 

x 3 -<-2yx-+-y e -y 



x 3 +3yx 3 + (3y 3 -yH-l)x-f-y 3 -y 3 + 2y 
x 3 -*-2yx 3 H- (y 3 — y)x 



yx 3 + (2y 3 +l)x H-y 3 -y* + 2y 
yx*-t- 2y*x H- y 3 - y 3 



x + 2y 

,*-+-2yx-4-y 3 -y I x-+-2y 

x 3 -f-2yx | x 

y* - y. 

Der letzte Rest ist y' — y, der letzte Divisor x-+-2y. Demnach 
hat man 

y* — y = 0, x-H2y = 0 

als die zwei Gleichungen, welche y und x liefern. Die erste gibt y = 0 nnd 
y = 1 , und dann die zweite : x = 0 und — 2 , so dass die vorgelegten Glei- 
chungen nur die zwei Paare von Werthen 

x = 0 , y = 0 und x = — 2 , y = 1 

zulassen. 

VT. x * + 2yx 3 + (2y 3 +l)x*+(y 3 + 9y 3 -hy-81)x + y 3 = 0, 

x 3 + 2yx 3 -+-2y 3 x-4-y 3 4-9y 3 -8l = 0. (Young, S. 387.) 

x*-+-2yx 3 -+-(2y 3 + l)x 3 -Ky s + 9yM-y-8l)x+y s , ! xM- 2 y x 3 +2y*3H-y 3 -l-9y 3 -81 
x*-f-2yx 3 + 2y 3 x 3 H-(y 3 + 9y' -81)x j x 
x 3 4-yx4-y 3 

x 3 + 2yx 3 + 2y 3 x + y 3 + 9y 3 - 81 I x 3 H-yx + y 3 
x 3 -4- yx 3 -f- y 3 x [ x H-y 

y P+^y^x^Hy* -+~9 y 3 ^ 8 1 

yx* + y 3 x + y 3 



9y 3 -81. 

AI so geben 

9y 3 -81=0, x : + yx + y 3 = 0 
die Auflösungen. Die erste liefert y = ± 3 und die zweite 
für y = -+- 3 : 

x 3 + 3xH-9 = 0, x= - 3 ±iV-27; 

für y = — 3 : 

x l -3x-t-9 = 0, x=l±kV' Z ^- 
Demnach hat man die folgenden Auflösungen: 

izz-J-f'^, y = 3; x=-?-i^T27, y=3; 
x= !4-i^=27. y=-3; x= J-iV^27, y= -3. 

VII. x l + (8y - 13)x + y 3 -7y+12 = 0, 

x» - (4 y 4- 1) x -h y*H- 5 y = 0. (Young, S. 393.) 
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x l + (8y- 13)x + y»-7y + 12 I x » - (4y4- l)x-4-y»4-By 

x »-(4yH-l)x 4- y »H-5y | 1 
(12y-12)x — 12yH- 12 
(y-l)x-y+l 

• x >_(4y + l)x + y> + 5y J*=*l^J±}- 

x — 4y 

(y-l)x*-(4y»-3y-l)x-hy 3 H- 4y* - 5y 
(y-l)x*-(y-l)x 

— (4y*-4y)x -+- y J + 4 y* - 5 y 

-(4y*-4y)x -+-4y»-4y 

y» _y 

Hier wurde dej Faktor y — 1 zugesetzt (III). Man untersucht also 

y 3 -y = 0, (y-l)x_y + l=0 

was zu 

y = 0, x = 1 ; y = l, x — tinbestimmt ; y = — 1 , x = 4- 1 

führt Der Faktor y — 1 , gleich Null gesetzt, gibt y = 1 / wodurch die zwei 
Gleichungen zu 

. x*-5x + 6 = 0, x'~ 5x4-6 = 0 

werden, also zusammenfallen. Sie sind erfüllt durch x = 2 und x =3, so 
dass also die Auflösungen sind : 

x=l, y = 0; x = 1, y = - 1; x = 2, y = l; x = 3, y= 1. 

Hätte man die letzte Division ohne Einführung des Faktors y — 1 voll- 
zogen, so hätte man erhalten: 



x J -(4y4-l)x4-y , H-5y 



x»-x 



(y-l)x-(y-l) 



- 4yx + y : + öy 

- 4yx H-4y 



_4y_ 

y-i y-i 



und es würde der Werth y= 1,, weil er den gemeinschaftlichen Divisor Null 
macht, immerhin zu untersuchen sein. 

VIII. x J + 2yx'H-(2y*-4y)x4-y l -4 = 0, 

x* + 2yx -h 2y*- 5yH-2 = 0. (Young, S. 394.) 



x , 4-2yx , -h(2y , -4y)x + y 8 -4 

x i H-2yx* + (2y'-6y4-2)x 

(y-2)x-t-y* -4 

x l 4-2yx4-2y , -5y-+-2 
x*4- (y + 2)x 



x'-h2yx-f-2y*- 5y + 2 



x + y-+-2 



xH-y-2 



(y - 2)x4-2y I - 5y + 2 
(y-2)x+ y' — 4 

y* - 5y4-6 
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Hier wurde der Faktor y — 2 ausgeworfen. Man untersucht also: 

y »_5y-h6=0, x4-y + 2 = 0 
und dann besonders y — 2 = 0. 

Die erste obiger Gleichungen liefert y = 2, 3 und dann die zweite 
x=-4, -5. 

Für y = 2 wäre offenbar das zweite unserer Polynome im ersten ent- 
halten. Uebrigens heissen sie dann : 

x» + 4x = 0, x»+4V = 0 

und liefern: das erste 

x = o, x = -4; ^ 

das zweite 

x = 0, x = - 4. 

Demnach haben wir: 

x = 0,y = 2;x=-4,y = 2;x=-4, y = 2; x = -5, y = 3. 

IX. (y* - l)x* + (2y s '-2y)x + y 4 -2y , -»-l = 0, 

( y * _ 3y4-2)x* — y 4 — 8y 3 -t-7y*-f- 15y — 18 = 0. (Yoong, S. 396). 

| ( y »_3y+2)x , -y*-3y s -l-7yM-15y-18 
(y'_l)x* + <2y 3 -2y)x + y 4 -2y*4-l |- y z_V ' * " 

( y 4_3y»+y , -»-3y-2)x , -l-(2y 6 -6y*-4-2y , -+T6 y »-4y)x+y 6 -3y s -i-Gy , -3y , -3y+2 

( y « _ 3y 3 -t- y*H-3y-2)x»- y »-3yM-8y 4 -H8y 3 -25y'-lSy+18 

— r2y & -6y 4 -h2y s -+-6y , -4y)x+2y 6 -8y*-12y 3 -h22y I +12y-16 

(y»_3y»+2y)x-|-y 4 -3y l -6y-H8 

I ( y 3_3yJ + 2 y )x4-y 4 -3y l -6y+8 
(y«-3yH-2)x» -y.-3yW+15y-18 | ( L(y 4 H-3y+4) 

(y3_ 3 y*4-2y)x l -y 5 -3y»+7y»H-15y l -18y 

(y »_3y»+2 y )x t +(y 4 -3y I -6y+8)x ._. 

r(y*-3y l -6y+8)x . -y'-SyN^yM-lSy'-lSy 

= -(y*-3y H-2) (y s H-3y+4)x-y*-3y*+7y 8 H-15y , -18y 
• _( y *-3yM-2y) (yM-3yH-4)x-y 6 -3y 5 H-7y 4 H-15y»-18y J 
_ rv 3-3 Y ^2yWyM-3y+4)x-y 8 -3 y t - yM-15y 3 +22y»-32 

" . . " 8y 4 -40yM-32 

y «_ 6 y *+4. 

Eingeführt wurden die Faktoren y 2 — 3y4-2, y und ausgeworfen der 
Faktor y* — 1. Dann ist zu untersuchen 

y«_5y»H-4 = 0, (y»-3y t + 2y)xH-y 4 -3y , -6y + 8 = 0. 

Die erste dieser Gleichungen gibt y= ±2, ± 1 und die zweite: 
für y = 4-2, x - unbestimmt; für y = -+- 1 , x = unbestimmt; 
„ y= -2, x= 1; * y= -1, *^2. 

Es bleiben nun noch 

y = 0, y*_3y + 2=0, y*-l = 0 
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zu untersuchen. Für die erste dieser Gleichungen geben die vorgelegten 
Gleichungen : 

-x*H-l = 0, 2x > -l8 = 0, 

die nicht gleichzeitig bestehen. ' Demnach ist y = 0 zu verwerfen. Die 
zweite liefert y = 1 , 2. 

Für y = 1 sind die vorgelegten Gleichungen hei jedem x erfüllt. 

Für y = 2 sind sie 

3x*+12xH-9 = 0, 0 = 0, 

also erfüllt für 

x* + 4x-h3 = 0, x= - 1, -3. 

Für die dritte ist y = + l, — 1, von welchen Werthen der erste schon 
untersucht ist. Für y = — 1 heissen die beiden Gleichungen 

0 = 0, 6x* — 24 = 0, x = ±2. 

Demnach 

x = 1, y = - 2; i = 2, y = - 1; x = -1, y - 2; x = -3, y = 2; 
x = 2, j= - 1; x= - 2, y = - 1. 

Ueberdies sind beide" Gleichungen für y = 1 erfüllt, was auch x sei. 

Hätte man beachtet, dass die Gleichungen auch heissen : 

(y*- l)(x , H-2yx4-y*- 1) = 0, 

( y »_ 3y + 2) (x l -y*-6y-9) =0, 
so hätte man diese Ergebnisse erhalten können aus der Verbindung folgen- 
der Systeme : 

y l -l=0, y*-3y + 2 = 0; y»-l = 0; x* - j* - 6y - 9 = 0; 
y*-3y-t-2 = 0, x*-h2yx + y* — 1 = 0; x t -f-2yx + y*- 1=0, x*-y*— 6y-9=0, 

wovon das erste y = 1 liefert für jeden Werth von x; das zweite y=l, — 1, 
und x s — 16=0, x* — 4 = 0. Da y=l bereits erledigt ist, so ist y= — l 
mit x = + 2 zu verbinden. Das dritte System gibt ausser y = 1 : 

y = 2, x* + 4x-t-3 = 0, x= - 1, -3. 
Das vierte endlich ist nach der allgemeinen Vorschrift zu behandeln. 

x*_y*_6y-9 



x* + 2yx-+- y'-l 
x*— y* — 6y-9 



x*_y»_6y -9 

yx 1 -y*-6y*- 9y 
yx»-|-(y , + 3yH-4)x 



2yx + 2y 2 H-6y-+-8 
yxH- y* + 3yH-4 

yx-h y'H-3y + 4 



x_(y»H-3y+4) 



-(yM-3y-t-4) x — y 3 - 6y' — 9y 
-(y s +3y J -|-4y)x- y«-6y'- 9y* 
- (y 3 +3y»-f4y)x-(y*H-6y 3 +l7y , + 24y4-16 ) 

8y , + 24y-|-16 
y*-+- 3y-h 2 
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96 Allgemeine Darstellung. 

Aus y*-r-3y-t-2 = 0 folgt y= — 1, — 2, und dann aus yx-f-y 5 
-f-3y-f-4 = 0: x = 2, -1, 

Der eingeführte Faktor y, gleich Noll gesetzt, gibt keine Auflösung. 

Bestimmung der imaginären Wurzeln einer Gleichung. 

X. Setzt man in der Gleichung 

G(x) = 0 (5) 

x = y H- iz, wo y und z reell sind, so nimmt dieselbe die Form 

Y-4-iZ = 0 ' (6) 

an, wo Y und Z ganze Funktionen von y und z sind. Diese Gleichung löst 
sich in 

Y = 0, Z = 0 (7) 

auf. Bestimmt man nun die (reellen) Werthe von y und z, welche diesen 
Gleichungen zugleich genügen, so sind damit die imaginären Werthe von x 
in (5) auch bestimmt. Dabei ist zu beachten, dass wenii man in der zweiten 
Gleichung (7) den Faktor z weglässt, was man darf, z nur in geraden 
Potenzen in den beiden Gleichungen (7) vorkömmt. 

Da in der Regel die Gleichung , welche z bestimmt , von sehr hohem 
Grade ist, so ist dies Verfahren ein sehr umständliches. 

* 

§•28. 

Allgemeine Darstellung. 

I. Angenommen man habe die beiden Gleichungen 

A 0 -+- A t x + . . . -t- A m x m = 0, 

(°) 

B 0 -fc-B t x + ...4-B„ x n =0, 

in denen 

A 0 , . . . , A m , B 0 , . . . , B n 

bekannte Funktionen von y seien, aufzulösen, und wolle aus denselben die 
Gleichung herstellen, welche die Werthe von y bestimmt 

Seien z. A, 

f(x) = 0, F(x) = Ö (8') 
die beiden Gleichungen (8); ferner 

a t » tt i • • • • > 

die Wurzeln der ersten; 

Ai ßl t • • • » ßn 

die der zweiten Gleichung, welche Grössen Funktionen von y sind; als- 
dann ist 

f (x) = A m (x - a t ) (x - a t ) . . . (x - a m ) , 
F(x) = B„ (x- f ? l )(i-ft)...(x-^). 
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Die Bedingung, welche Werthe von y liefert, ist, dass 

wo r einer der Werthe 1, ...... m; s eben so einer der Werthe 

1 n ist. Man kann dies besser dadurch ausdrücken, dass man sagt, 
das Produkt 

- a t ) . . . (ß t - ö m ) (ß t - 0 4 ) . . . (ß t - et*) . . . (ß n - £t t ) . ..(/?„ - On) , (10) 

das wir durch P bezeichnen wollen, müsse Null sein. Jeder Werth von y, 
der der Gleichung 

P = o (11) 

genügt, ist einer der Werthe, die den (8) genügen, und nur solche Werthe 
genügen den (8). 

Aus (9) folgt leicht, dags 



so dass 



P = -~ f to)f(fc)...f(/?.); 

A 

PA^ffoW,)...^). 



(12) 



Die zweite Seite der (12) lässt sich leicht als Determinante hinschreiben, 
so dass 



PA" = 



f(Ä), 0, . . . , 0 
0, f(ft), . . . . 0 



o, o, . . . , fO?„) 



(12') 



II. Setzt man 



so ist 



l» l» . . . , 1 

ßt » ßl • • • • » ßn 
ßl*' ßl** • • • » ßn* 



n— 1 a n— 1 q n— l 



t(ßt)> f(ßt). ...,f<fc) 

Mfo). ß*f (/?»). ...,ßn((ß*) 



ßt U - l t(ßt), Ä n ^f(/»,)» ßu*-*«ßn) 

Bezeichnet man 

ßt'fißt) + ßx t f(ßz) + >.. + ß r n f (ß«) durch s (r f (ß) , 
so folgt hieraus, wenn man nochmals mit k multiplizirt: 

Dien g er, bOhora Gleichungen. . 
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Sf(ß), 2ßt(ß), . ..» 20— »ftf) 
2ß((ß), Zß*((ß), . ... 2ß*f(ß) 



Sp^Hß), 2ß*«fl) f .... 

Eben so ist aber auch 

2/?. .2/9' 2/?" 



(13) 



■ 



WO 



S^/V + rfV + v + Ä* 2/*° = n 



HI. Die Determinante .(14) mit n Reihen lässt sich als eine solche mit 
m + n Reihen schreiben, nämlich 



2ß\ 2ß\ 2|9— 2/J-+ 1 , .... 2/9«+— 1 

* ■ » . 

0, 0, 0, 1, 0; . . . , 0 

0, 0, 0, 0, 1, .... 0 



(HO 



0, 0, 0, 0, 0, .... 1 

wo natürlich die Anzahl der letzten Horizontalreinen , in denen je nur ein 
Glied 1 ist, m beträgt 

Wir bilden ferner die Determinante der m +n Horizontal- und Verti- 
kaireihen, deren n erste Horizontalreihen sind: 

t 

A 0 , A t , .... Am» 0, 0, ... , 0 

0* A« , ...» Aa-1> Am » 0» , . . » O . 
0 , 0 , . . . , Am— 2 » Am+1 » Am f ...» 0 



0, 0 % A.-i.'Am 

wo also je m 4- n Glieder: ■*» 

A 0 , A t , ...» Am 

nebst n — 1 Nullen in jeder Reihe vorkommen und die let£te Reihe als 
m+1 letzte Glieder 

A 0 , . . . , Am 

hat: deren m letzte Horizontalreihen 
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B 0 , B t B n , 0 , 0 , . . . , 0 

0, B 0 , . . . , Bn— I » B n , 0, .... 0 

0, 0, B« t . . . , 0 



0,0, .......... B.* 

sind. Diese Determinante heisse D und. wir multipiiziren sie mit (140, 
wodurch sich 

« 

A| . 1 , Ai , i , . , . , A| , m+n 
Ae, 1 » As, J • • • • » Aj. m+n 



k : D' = 



n. m+n 



(15) 



bildet, die wir nun näher zu untersuchen haben. 

■ /'•*«**■ • ' " • * ♦ * 

IV. Wir haben X t , . allgemein zu bestimmen und müssen dabei folgende 

Fälle unterscheiden. ** 

" 'i ■ 

1) r und s sind kleiner als n oder höchstens gleich n. 

A r . . = A 0 2^+«-* + A t . . + A m = 2^+«-« f (0) 

2) r>n, s^n. . . 

A r+i = Ar-« , wenn t — s === m ; 
An-, = 0, venn r — s>>m. 

3) r^n, s>n. ' . 

A r . ■«•= B 0 S^+-»- 8 + B t 2^+—- • + . . . + B„ Z/F*- 2 = 20r+«-n~«F 

Aber da ß die Wurzeln von F (x) = 0 sind , so ist diese Grösse NulL 

4) r>n, s>n. - 

A,. • = B r -*+n, wenn r — n zwischen 0 and — n liegt; 
A r+ , = 0 in den andern Fallen. 

Da wegen 3) die (15) in ihren n ersten Horizontalreihen die Glieder 
der Ordnung 



n-M, n + 2 f . . . , u + rn- 



Null hat, also heisst: 



♦ * ► 



* Für n = 3 und m = 2 ist diese Determinante 

A 0 , A 4 , A», 0, 0 
0, A 0 , A t , A t> 0 
0, 0, Aq , A t , 
B 0 , B, , B 3 , B, , 0 
0, B 0 , B LJl B, , B, 

** Es ist A r> , die Summe der Glieder, die man erhält, wenn man die einzelnen Glieder 
der r ton Horizontalreibe (140 mit denen der s tn Horixontalreihe in D mnltiplizirt. 
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Allgemeine Darstellung. 



' Ai.it Ai.j, Ai.,,, 0, 0, 

Afi. It A2, t A|, nt 0, 0, 



. . . 0 
. . . 0 



An, 1» An.fii • ••» An, nt 0 t 0, ...0 
AlH-l. t, An+l. 2, • • . , i«+l lB » ^n+li n+li .... 



so ist dieselbe gleich dem Produkte * 



Al , 1 • Aj , £ 1 • • . 1 A| , n 
At, l 1 Aß, I, . . . t Xs, n 



An+1. n+l, An+l, n+2, ...» A n+ j , 
A n -t-«. n+lt An+8. n+2# • • • t A B +2, 



An.l» An , 2 , . • • « A n , n 

d. h. wegen 2 und 4: 
2fQ9), 2f f(ß *r-it(fi 



An+m. 



Bn i Bn— 1 1 B n — 2 » • • • » 
0, B a , Bn— 1 » . . • t 



0, 0, 0, • • • t B n i • «> • t 



Sß—itiß), 2ß"fQi), .... 20=—=f(# 0, 0, 0 0, B. 

Da in der letzten Determinante alle Glieder diesseits der Diagonale 
Null sind, so ist sie gleich B d , so dass endlich 

k'D^PA^k'B:, D^PA^. (16) 

V. Was nun aber D betrifft, so ergibt sich durch Elimination von 



X i X * X ■ i 



t X 



■»-MI— 1 



aus dem folgenden System von m + n Gleichungen : 



♦ Dieses Produkt ist nämlich gleich dem Produkte der zwei Determinanten Ton 
m + n Reihen : 



Aj # i, Ai, t, An. i, 0, 0, 0 



An , | , An , 2 r • • • » An. n » 0, 0, . . . , 0 

0, 0, .... 0, 0, 1, 0, 0 
0, 0, 0, 0, 0, 1, 0 



0, 0, 0, 0, Ö, 0, 1 



1, 0, 0 .0 

0, 1. 0, . . .'. o 



0, 0, 0, 1, 0, 0 0 

0, 0, 0, 0, An+l.n+1, An + J. 



0, 0, 0, 0, An-fm. n+lt ..-t An+m, n+m 



welches Produkt aber die vorige Determinante liefert. 
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A„ + Aj x 4- . . . 4- A m x m = 0, 

A 0 i+...+A B -ix»+A B x»+ 1 = 0, 
A 0 x 2 4-...4- A m _, x» 4- A m -, x» +1 4- A* x m +* = 0 . 



A 0 x n -' 4- A t x" 4- . . . 4- A m x m+n -' = 0, 

(17) 

B 0 4- B t x 4- . . . . 4- B n x" = 0, 

B 0 x 4- . . . . 4- B„_» x" 4- B„ x»+> = 0 , 



B 0 x— 1 4- B t x» 4- ... 4- B„x™+»-' = 0, 

das sich bequemer durch 

f (x) = 0, xf (x) ± 0 x«-' f(x) = 0, 

F(x) = 0, xF(x) = 0 x m ~' F(x) = 0 . 

darstellen lässt, die Gleichung 

(18) 

und also wegen (16) auch die (11), in so weit allerdings A m , B n nicht Null 
werden. 



Daraus folgt also , dass wenn man die Grössen 



~ .1 «m-t-n — 1 

-A- 9 A. y • • • f A 



aus den (17') in gewöhnlicher Weise eliminirt, die (nöthigenfalls durch 
A° BT dividirte) Endgleichung die Werthe von y liefert. und auch nur diese, 
welche den (8') zugleich genügen. Der bei der Elimination gefundene 
Ausdruck für x liefert, wenn y dann eingesetzt wird, die zugehörigen Werthe 
von x. 

Dies ist nun das gesuchte allgemeine Verfahren. 
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x* 4- 378 x* 4- 38189 x 4 -I- 492368 x 8 - 572554x* 4- 213720 x - 26352 = 0. 

Drei Wurzeln zwischen 0 und l± je , eine zwischen — lfl und — 20, 
160 und - 170, - 190 und -200. (Young.) 

■ *• t * * tW t 

Sie sind: 

0-3666002, 0-366^600 , 0 366610; - 16 36660027; - lb'6'3666600026 ; 

^ 196366661019. 



x»4-4x*-2x 3 4-10x*- 2x- 962 = 0. (Young.) x= 33548874. 



i 4 -{-6x*-10x s -112x , -207x = 110. (roung.) x = 446410161. 



x*4-3x 3 4-2x s 4-6x = i486. (Young.) t = 2734400. 



x» 4- 312 x s 4- 23337 x*- 14874x4-2360 = 0. (Young.) 
Wurzeln; -126-3166645731, -186*3166651784 , 0-3166651, 03166644. 



x»-2x-5 =0. (Fourier.) x = 2 09455148154. 



x 1 4- 345 x = 12, (Fourier.) x = 0-034782486. 



x»- 7x4-7 = 0. (Eytclwein.) x = 13568958, 1*6920214, - 3D489173. 



Beispiele algebraischer Gleichungen. 103 
x'-t-x 3 - ^^ 60. (Spitzer.) x = 248906685. 



x » H- 12 x« + 59 x 3 + 150 x* -h 201 x == 207. (Young.) . x = 0638605803327. 



x 8 -h 173 x« + 2356 x 3 -t- 10468 x 1 - 14101 x -+- 4183 = 0. (Young.) 
Wurzeln: 0*56 1 2071 , 0 5612977, - 158*5612971. 



x* =_41 x 3 - 12 x» + 292 x - 240 = 0. (Young.) 
Wurzeln: 1. 2. 6_, -4, -5. 



x 3 - 60x» + 999 x- 3734 = 0. x = 5 24623, 2123320 , a£5205S, 



r 



Verbesserungen. 



- 



Seite 4, Zeile 11 von oben statt A»_i, !A„-2 lese man: A„, A„_i. 
, 21, „ ' 9 „ unten statt a, lese man a n -i. 

„34, „ 7 „ anten statt ■-+• -i 1 loso man: + K 



Drnek dar J. B. Metrler' 



in Stuttgart. 
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